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Cours d’analyse infinitésimale 


INTRODUCTION 
S 1. Nombres réels 


1. Nombres rationnels. — Les nombres entiers et les nom- 
bres fractionnaires positifs ou négatifs, y compris le nombre 
zéro, forment l’ensemble des nombres rationnels. Nous sup- 
posons que l’on connait les propriétés les plus élémentaires de 
ces nombres et que l’on sait effectuer sur eux les quatre opé- 
rations fondamentales de l’arithmétique. Toutefois il y a lieu 
de rappeler ici Les propriétés suivantes : 

1° L’ensemble des nombres rationnels est ordonné, c’est-àa- 
dire que de deux nombres rationnels différents «a et b l’un est 
plus grand que l’autre, par exemple b est plus grand que «&, 
ce que l’on écrit 

HR DNOUSDEE 

La notion d’ordre exprimée par cette relation se réduit d’ail- 
leurs à cette seule propriété du signe d’inégalité que si a est 
“Del D = C, on a aussi A <C. 

2° Entre deux nombres rationnels différents a << b, on peut 
toujours en intercaler d’autres > a et  b, de maniere à ren- 
dre la différence de deux nombres consécutifs intercalés aussi 
petite que l’on veut. On dit qu’un ensemble de nombres qui 
jouit de cette propriété est un ensemble dense et cette propriété 
s'appelle la densité. 


2. Nombres irrationnels. L'introduction des nombres 


irrationnels repose sur les considérations suivantes : 
Supposons que par un procédé quelconque, et nous allons en 
indiquer plusieurs, on ait partagé tous les nombres rationnels 
; { 
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en deux classes : une classe inférieure À et une classe supé- 
rieure B, telles que tout nombre «a de la première soit < que 
tout nombre h de la seconde. Un tel partage s'appelle une 
coupure. D'abord il est clair, ce partage étant fait, que si le 
nombre «a est de la classe À, il en sera de même pour tout 
nombre << «a et que, si b est de la classe B, il en sera encore 
de même pour tout nombre > b. Ce premier point admis, je 
dis que trois cas pourront se présenter : 

1° La classe inférieure À renferme un nombre m plus grand 
que tous les autres de la même classe, de sorte que tout nom- 
bre <7 m est de la classe À et tout nombre > m de la classe B. 
Le nombre m sépare donc la classe À de la classe B et nous 
l’appelons le nombre frontière des deux classes. 

2° La classe supérieure renferme un nombre m plus petit 
que tous les autres de la même classe. Dans ce cas encore, 
m est la frontière des deux classes : tout nombre < m est de 
la classe À et tout nombre > m de la classe B. 

Ces deux premiers cas s’excluent l’un l’autre, car, S’il y 
avait deux nombres frontières différents m et nm, tous les 
nombres compris entre m et m’ seraient à la fois de la classe À 
et de la classe B, ce qui est en contradiction avec la définition 
de ces classes. Donc, s’il y a un plus grand nombre dans la 
classe À, il n’y en a pas de plus petit dans le elasse B, et 
réciproquement. 

Ces deux premiers cas sont faciles à réaliser. Il suffit de se 
donner un nombre quelconque m, on range les nombres << m 
dans la classe A, les nombre > m dans la classe B. Le nom- 
bre m peut encore se ranger dans l’une ou dans l’autre. On 
obtient ainsi, à son choix, le premier ou le second des deux 
cas que nous venons d'examiner. Nous disoris, dans l’ur et 
dans l’autre, que le nombre m détermine la coupure (A, B) 
et que cette coupure est rationnelle. 

3° Enfin il peut se fairé qu’il n’y ait pas de plus grand nom- 
bre dans la classe À ni de plus petit nombre dans la classe B. 
Des considérations très simples conduisent à une semblable 
coupure. Soit, par exemple, m un nombre > 0 non carré par- 
fait ; tous les nombres rationnels peuvent se ranger en deux 
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classes A et B : la classe À contenant tous les nombres négatifs 
et les nombres positifs dont le carré est <7 m, la classe B les 
nombres positifs dont le carré est => mn. Il n’y aura pas de plus 
grand nombre dans la classe À, car, étant donné un nombre 
quelconque a dont le carré est °° m, on peut en trouver un 
autre plus grand en extrayant la racine carrée de m par défaut 
avec un nombre suffisant de décimales pour que le carré de 
cette racine soit plus rapproché de m que ne lPest a°. Pour 
une raison analogue, il n’y aura pas de plus petit nombre 
dans la classe B. 

Lorsque cette circonstance se présente, nous disons que la 
coupure est irrationnelle. IL n’v a plus de nombre frontière 
séparant les deux classes, car ce nombre ne pourrait être que 
le plus grand de À ou le plus petit de B. Nous créons alors un 
nouveau symbole, par exemple |/2, r,…., défini par la condi- 
tion d’être plus grand que tous les nombres de À et plus petit 
que tous ceux de B, et nous disons que ce nouvel élément, qui 
s’intercale entre les nombres rationnels, est un nombre irra- 
tionnel. 

L’ensemble des nombres irrationnels correspond à toutes 
les coupures possibles. Chaque nombre irrationnel est défini 
par la coupure (A, B) qui lui correspond, et nous pouvons 
désormais le représenter par une lettre, tout comme un nom- 
bre rationnel. 

Lorsqu'un nombre irrationnel 4 est compris entre deux 
nombres rationnels «a et b dont la différence est égale ou infé- 
rieure à une fraction positive «, on dit que a et b sont des 
valeurs approchées par défaut où par excès de z à moins de 


ao 


près. Un nombre irrationnel & étant défini, on peut toujours en 
trouver des valeurs aussi rapprochées que lon veut par exces 
ou par défaut ainsi qu’il résulte du théorème suivant : 

Soit à le nombre rationnel défini par la coupure (A, B); 
quelque petite que soit la fraction positive &, on peut trouver 
respectivement dans les classes À et B deux nombres « et b 
dont la différence soit égale à &. 

En effet, soit a, un nombre de À, la progression 
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croissant indéfiniment, renfermera un premier terme h de la 
classe B, par exemple Dh = &, + ne. Alors le nombre précédent 
a = &@, +(n—1)e sera de la classe À et ces deux nombres a et b 
satisferont aux conditions du théorème. 


3. Nombres réels. — L’ensemble des nombres rationnels et 
des nombres irrationnels forme l’ensemble des nombres réels. 

Pour ordonner cet ensemble, il faut indiquer les relations 
de grandeur entre ses éléments. Pour cela, il ne reste plus à 
définir que celles entre nombres irrationnels. 

Soit « un nombre irrationnel défini par la coupure (A, B) ; 
un nombre irrationnel 4 sera égal à & s’il est défini par la 
même coupure, c’est-à-dire s’il est aussi supérieur à tous les 
nombres de A et inférieur à tous ceux de B; mais + sera 
différent de + s’il existe un nombre rationnel compris entre 
eux. Ainsi æ& sera > « s’il est > qu’un nombre de B, il sera 
<T a s’il est < qu’un nombre de A. 

Entre deux nombres réels différents, on peut toujours 
intercaler un nombre rationnel et, par suite, une infinité. 

En effet, si les deux nombres sont irrationnels, le théorème 
se confond avec la définition même de linégalité. Si l’un des 
nombres est irrationnel et défini par la coupure (A, B), tandis 
que l’autre est rationnel, celui-ci sera de la classe À ou de la 
classe B et ne sera ni le plus grand de À ni le plus petit de B, 
la conclusion est donc la même. Enfin le théorème est sup- 
posé connu (n° 1, 2°) si les deux nombres sont rationnels. 

L'ensemble des nombres réels jouit d’une propriété que ne 
possédait pas l’ensemble des nombres rationnels et que l’on 
peut exprimer par le théorème suivant : 

Si, par un procédé quelconque, on fait une coupure (A, B) 
dans l’ensemble des nombres réels, c’est-à-dire si l’on partage 
ces nombres en deux classes À et B, telles que tout nombre de 
La première soit que tout nombre de la seconde, il existe 
nécessairement un nombre frontière (rationnel ou non), m, 
qui détermine la coupure, c’est-à-dire tel que tout nombre 
<{ m soil de la classe À et tout nombre = m de la classe B. 

En effet, soit m le nombre rationnel ou irrationnel qui fait 
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la frontiere des deux classes de nombres rationnels respec- 
tivement comprises dans À et dans B. Tout nombre rationnel 
> m est de la classe B et tout nombre rationnel <7 m est de la 
classe A. Reste à montrer que ces conclusions subsistent pour 
un nombre irrationnel. 

Mais cela s’aperçoit de suite, car un nombre irrationnel > m 
est > qu’une infinité de nombres rationnels > m, lesquels sont 
de la classe B, donc il est a fortiori de la classe B ; un nombre 
irrationnel < m est < qu’une infinité de nombres rationnels 
<T m et il est avec eux de la classe A. 

Les considérations précédentes laissent encore incomplète 
la définition mathématique des nombres irrationnels, il reste 
à y ajouter les définitions des quatre opérations fondamen- 
tales de arithmétique. 


4. Symétrique d’un nombre réel. — Nous appelons symé- 
trique d’un nombre rationnel ce nombre changé de signe. La 
définition peut s’étendre aux nombres irrationnels. Soit + un 
nombre irrationnel défini par la coupure (A, B) : désignons par 
— B la classe formée par les symétriques des nombres de B et 
par— À la classe formée par les symétriques des nombres de A ; 
tout nombre rationnel étant le symétrique d’un autre et tout 
nombre de la classe — B << que tout nombre de la classe — A, 
la coupure (— B, — A) définit un nombre irrationnel que nous 
désignerons par — 2 et que nous appellerons le symétrique 
de #. On a encore, d’après cette définition, — (— 4) = 4. 


5. Nombres positifs et négatifs. Valeur absolue. — Les 
nombres positifs sont ceux qui sont > 0 et ils sont > qu’une 
infinité de nombres rationnels également positifs. Les nombres 
négatifs sont ceux qui sont << 0 etils sont < qu’une infinité 
de nombres rationnels négatifs. Si un nombre est négatif, son 
symétrique est positif. Celui des deux nombres # où — % qui 
est positif s’appelle la valeur absolue de z et se désigne par |%/. 


6. Inverse d’un nombre réel. — Soit + un nombre différent 
de zéro ; s’il est rationnel son inverse est 1 : 4. Supposons © 
irrationnel ; alors à partage tous les nombres rationnels de 


6 INTRODUCTION 


même signe que lui en deux classes À et B, qui le définissent. 
Désignons par B—! la classe formée par les inverses des nom- 
bres de B et par AT! la classe formée par les inverses des 
nombres de À. Tout nombre rationnel autre que zéro étant 
l’inverse d’un autre, la coupure (B-!, A1) définit un nombre 


irrationnel de même signe que %, que nous désignerons par 1: 


ou et que nous appellerons encore lPinverse de ©. 
Œ 


7. Addition. — Soient x et + deux nombres réels quel- 
conques. Désignons par a et a’, bet D’ des nombres rationnels 


quelconques satisfaisant aux conditions : 


bonne DCE DE 

Tous les nombres de la forme «a + «a sont < que ceux de 
la forme b + 1. D'ailleurs on peut supposer (n° 2) les valeurs 
de aet de b suffisamment rapprochées de , celles de a'et de D’ 
suflisamment rapprochées de /, pour que les différences b— «, 
D — «et, par suite, (b + D) — (a + «”) deviennent aussi petites 
que l’on veut. 

Je dis qu’il existe un nombre réel ” et un seul > que tout 
nombre de la forme a + «a et << que tout nombre de la forme 
bh + b', et dont ces deux sommes représentent des valeurs 
aussi rapprochées que l’on veut par défaut ou par excès. Ce 


 s’appelle la somme de z et de z/ et se désigne par 


nombre & 
œ + on". 
En effet, considérons la coupure (A, B) de l’ensemble des 
nombres réels, la classe B contenant ceux qui surpassent tous 
les nombres de la forme a + a’ et la classe A les autres nombres. 
En particulier, tous les nombres de la forme a-+a' sont de la 
classe À et tous ceux de la forme D + b' de la classe B. Comme 
il n’y à pas de plus grand nombre de la forme a + &' ni de plus 
petit de la forme b + D’, le nombre frontière +” entre les deux 
classes À et B sera plus grand que tous les premiers et plus petit 
que tous les seconds. Il reste donc seulement à montrer que le 
nombre qui jouit de cette propriété est unique. À cet effet, 
remarquons que s’il existait deux nombres fixes supérieurs à 
tous les nombres a + à! et inférieurs à tous les nombres b + D’, 
on pourrait trouver deux nombres rationnels r et 7” compris 
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entre ces nombres fixes et qui jouiraient de la même propriété 
qu'eux. Or ceci est impossible, car on peut supposer la diffé- 
rence (b + b') — (a + a’) inférieure à 7 — r. 

Cette définition, qui contient comme cas particulier celle de 
l’addition des nombres rationnels, permet de vérifier immé- 
diatement que l’on a conservé les propriétés commutative et 
associative de l'addition, exprimées par les équations : 

CE CC M 2e 
(AE) EP rte Eat Er) 
que l’on à encore 


&æ + O0 = «, CN ( 


&) = 0, 


enfin que la valeur absolue d’une somme ne peut surpasser la 
somme des valeurs absolues de tous ses termes. 


8. Multiplication. 


Soient + et + deux nombres réels posi- 
tifs ; désignons encore par «a et b, «a et D’ des nombres ration- 
nels et positifs quelconques assujettis à vérifier les inégalités : 


He D; HET D: 


Tous les produits de la forme aa’ seront << que ceux de la 
forme bb’ et l’on pourra supposer les différences b — a, D — a! 
et bb — aa! aussi petites que lon voudra. On montrera, en 
raisonnant comme dans le cas de l’addition, qu’il existe un 
nombre réel positif et un seul +” > que tout produit de la 
forme aa’ et que tout produit de la forme bb'. Ces produits 
peuvent être supposés aussi rapprochés que l’on veut du 
nombre z”. Celui-ci se nomme le produit des nombres z et 7/ 
et se désigne par x’. 

Si l’un des deux nombres 4, z’ ou tous les deux sont néga- 
tifs, la définition du produit se ramène à la précédente par la 
régle des signes, c’est-à-dire par les relations 


“1 À 


CES Em 

Ces définitions permettent de vérifier immédiatement que 

l’on a conservé les propriétés commutative, associative et dis- 

tributive de la multiplication, exprimées par les relations 
générales : 


a da, (ax) au à (aa), a (x + a”). = aux! + aa”, 
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On a encore 


a. —= 1, al = à, lag | = |a|la 


Enfin un produit de plusieurs facteurs ne peut être nul que 
si l’un des facteurs est nul, et il est nul dans ce cas. 


9. La soustraction est l’opération inverse de laddition. Sous- 
traire + de c’est déterminer le nombre qu’il faut ajouter à v/ 
pour obtenir +. Ce nombre s’appelle la différence de « et + et 
x. Pour le déterminer, posons x = à —4'; 


on le désigne par 2 
on aura la condition & + x = 4, et, en ajoutant — + aux deux 
membres, on obtient, par les propriétés de l’addition, x = & + 
(— z'). Donc la différence 4 — 9! s’obtient en ajoutant à 2 le 
symétrique de 7’. Cette règle ramène la soustraction à laddi- 
tion et prouve que cette opération a toujours une solution et 


une seule. 


10. La division est l’opération inverse de la multiplication. 
Diviser + par z c’est déterminer un nombre dont le produit 
par #/ reproduise +. Ce nombre s’appelle le quotient de & par 2 
et se représente par z : 4’. Pour le déterminer, posons x = 4 : 4/; 
on aura la condition x 4° = 4. Si +! n’est pas nul, on peut mul- 
tiplier les deux membres de cette égalité par 1 : +/, et on en 
tire, par les propriétés de la multiplication, x = 4 (1 : +’). Donc 
le quotient de « par z'est égal au produit de à par l'inverse de 4’. 
Cette règle ramène la division à la multiplication et prouve 
que cette opération a toujours une solution et une seule, 
pourvu que le diviseur soit différent de zéro. 

IL est maintenant facile de montrer que toutes les règles de 
l’algebre élémentaire pour la transformation et Ia combinaison 
des égalités et des inégalités, subsistent avec les quantités 
généralisées. Nous ne nous y arrêterons pas davantage. 


S 2. Variables réelles. Théorie des limites 


Les 


11. Continuité de l’ensemble des nombres réels. 
nombres réels, c’est-à-dire les nombres tant rationnels qu’irra- 
lionnels, servent à exprimer la mesure des grandeurs con- 
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tinues, longueurs, aires, volumes, ete. On dit que l’ensemble 
des nombres réels est un ensemble continu et lon peut, au 
point de vue mathématique, définir la continuité de cet 
ensemble par les deux propriétés suivantes : 

1° Entre deux nombres réels différents on peut toujours en 
intercaler une infinité d’autres > que l’un et < que l’autre et 
aussi rapprochés que lon veut. 

2° Si l’on partage tous les nombres réels en deux classes A 
et B, telles que tout nombre de A soit << que tout nombre de B, 
ces deux classes seront séparées par un nombre frontière m 
qui sera le plus grand de À ou le plus petit de B, mais tout 
nombre <7 m sera de la classe À et tout nombre > m de la 
classe B. 

Nous avons montré dans un paragraphe précédent (n°3) 
comment on peut démontrer ces propriétés en toute rigueur 
en les faisant reposer sur des définitions purement arithmé- 
tiques. Mais quand on applique les nombres réels à la mesure 
des grandeurs concrètes, on admet comme un postulat qu’à 
toute grandeur correspond un nombre et réciproquement. 


12. Bornes d’un ensemble de nombres. — Souvent on con- 
sidère l’ensemble fini ou infini de tous les nombres qui satis- 
font à certaines conditions précises. Par exemple, on peut con- 
sidérer l’ensemble des restes d’une division, celui des réduites 
d’une fraction continue (limitée ou non), celui des nombres 
rationnels, celui des fractions proprement dites comprises 
entre 0 et 1, etc. La notion des bornes d’un ensemble est alors 
fondamentale. 

Un ensemble est borné supérieurement si l’on peut assigner 
un nombre À plus grand que tous ceux de l’ensemble ; il est 
borné inférieurement si l’on peut assigner un nombre « plus 
petit que tous ceux de lPensemble. S'il est borné dans les deux 
sens, on dit simplement qu’il est borné. 

Quand un ensemble est borné supérieurement, il existe un 
plus petit nombre qui n’est inférieur à aucun de ceux de len- 
semble : c’est la frontière de deux classes de nombres À et B : 
A contenant les nombres inférieurs à un nombre au moins de 
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l’ensemble, et B les autres nombres. Cette frontière s’appelle la 
borne supérieure de l’ensemble. C’est le plus petit nombre de 
la classe B, car il ne peut y en avoir de plus grand dans la 
classe À par définition même de cette classe. L'ensemble d’un 
nombre limité de nombres différents est évidemment borné 
par le plus grand d’entre eux, mais un ensemble infini ne ren- 
ferme pas nécessairement un nombre qui n’est inférieur à 
aucun des autres. Dans ce dernier cas, la borne supérieure n’est 
pas un nombre de ensemble et l’on dit qu’elle est inaccessible. 
C’est ainsi que la borne supérieure des fractions comprises 
entre 0 et 1 est 1 et n'appartient pas à l’ensemble (car 1 n’est 
pas une fraction). 

De même, un ensemble borné inférieurement admet une 
borne inférieure : c’est le plus grand nombre qui n’est supé- 
rieur à autun de ceux de l’ensemble. 

En résumé, on voit que si m et M sont les bornes inférieure 
et supérieure d’un ensemble borné, l’ensemble ne contient 
aucun nombre <7 m ni aucun > M, mais il en contient certai- 
nement de < m + eet de > M — « quelque petit que soit le 
nombre positif donné e. 

La différence entre les bornes supérieure et inférieure 
s'appelle lPoscillation de l’ensemble. 


43. Variables réelles. — Soit x une variable réelle, c’est-à- 
dire une quantité qui passe par une infinité de valeurs réelles. 
Considérons l’ensemble de toutes les valeurs que peut recevoir x. 
Si cet ensemble est borné supérieurement ou inférieurement, la 
variable x est aussi bornée supérieurement ou inférieurement 
et les bornes de l’ensemble sont les bornes supérieure ou infé- 
rieure de x. 

On dit que la variable x varie dans l'intervalle (a, b) lors- 
qu’elle peut recevoir toutes Les valeurs comprises entre « et b, 
y compris ces valeurs extrêmes. Nous supposons toujours, 
sauf indication contraire, que l’on a a << b. Ces nombres sont 
donc les bornes inférieure et supérieure de x et elles sont 
accessibles. | 

Si x reçoit toutes ces mêmes valeurs sauf la seule valeur &, 
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ou bien sauf la seule valeur b, ou bien encore sauf les deux 
seules valeurs « et bh, on écrit respectivement, pour indiquer 
que ces bornes sont alors inaccessibles, que x varie dans les 
intervalles (a + 0, b) ou bien (a, b—0), ou enfin (a +0, b —0). 

Quand x peut prendre toutes les valeurs comprises entre & 
et het ces deux valeurs elles-mêmes, on dit que x varie dans 
cet intervalle au sens large. Au contraire, x varie dans linter- 
‘alle (a, b) au sens étroit si x ne peut pas prendre les valeurs 
«a et b. 

Les valeurs de x qui sont > «a et <° b sont dites intérieures 
à l’intervalle (a, b). Quand x varie dans lintervalle (a, b) au 
sens étroit, x ne prend donc que les valeurs intérieures à (&, b). 

La variation de x se représente géométriquement par le 
déplacement d’un point sur une droite indéfinie O0"; on porte 
sur OO’ une longueur OX — x dans un sens déterminé par le 
signe de x. Sauf indication contraire, on suppose la droite 
horizontale et les segments positifs sont comptés de gauche à 
droite. Par allusion à cette représentation, une valeur parti- 


culière de x s’appelle un point, la valeur x = «a le point «, etc. 


14. Limite d’une variable. — Soit x une variable réelle qui 
passe successivement par une infinité de valeurs suivant une 
loi quelconque, de telle sorte qu’à chaque valeur prise par x, 
on puisse distinguer les valeurs qui précèdent de celles qui 
suivent et qu'aucune valeur de x ne soit la derniere. On dit 
que x tend vers une limite déterminée, si les valeurs succes- 
sives de x se rapprochent d’un nombre déterminé «@, de telle 
sorte que la différence x — « finisse par décroitre en valeur 
absolue au-dessous de tout nombre positif donné &e si petit 
qu'il soit. On dit alors que x a pour limite a et l’on écrit 


HT 


Suivant cette définition, une même variable ne peut pas 
tendre simultanément vers deux limites différentes «a et b 
(b > à), car (x — a) et (x — b) ne peuvent être simultanément 
inférieurs en valeur absolue à la moitié de (b — à). 

Si les valeurs de x finissent par surpasser définitivement 
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tout nombre assignable, on dit, par extension, que x a une 
limite infinie et tend vers +. 
De même, si x décroit définitivement au-dessous de tout 


nombre négatif assignable, on dit que x a pour limite —+. 


45. Plus grande et plus petite limites. — Considérons encore 
une variable x qui passe successivement par une infinité de 
valeurs finies. Si x est bornée supérieurement, il y a des nom- 
bres auxquels x finit par rester définitivement inférieur. Si 
ceux-ci ont une borne inférieure À, on l’appelle La plus grande 
limite de x; et l’on écrit 


TITRE A? 


De même, si x est bornée inférieurement, il y a des nombres 
auxquels x finit par rester définitivement supérieur. Si ceux-ci 
ont une borne supérieure a, on l’appelle La plus petite limite 
de x et l’on écrit 

lim x = «. 


Ces plus grande et plus petite limites s'appellent aussi les 
limites d’indétermination de x. 

Si la variable x est bornée supérieurement et inférieure- 
ment, ces deux limites existent toujours et sont comprises 
entre les bornes supérieure et inférieure de x, la coïncidence 
avec ces bornes étant également possible. 

La plus grande limite À est donc définie par cette propriété 
que, quelque petit que soit le nombre positif e, la variable x 
finit par rester < À + e, fandis qu’elle n’est jamais définiti- 
vement <7 À —-e. — Pareillement, la plus petite limite a est 
définie par cette propriété que la variable x finit par rester 
> a — e, tandis qu’elle n’est jamais définitivement > «a + &. 
D’après cela, À est supérieur ou égal à a. 

Si les deux limites a et À sont différentes, on peut prendre € 
assez petit pour que À — € soit encore > &« + e&; dans ce cas, 
x oscille indéfinitivement de & + € à À — « et ne peut avoir de 
limite déterminée. Au contraire, si À = 4, x finit par rester 
dans un intervalle (a — €, a + es) aussi resserré qu’on le vou- 
dra, et x a pour limite a. De là, le théorème suivant : 
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La condition nécessaire etsufjisante pour qu'une variable x 
ait une limite finie et déterminée est qu’elle soit bornée cet 
que l’on ait | 


listate ne Ahhttiger 


Lorsque la variable x n’est pas bornée supérieurement, on 
dit, par extension, que sa plus grande limite est + ; de 
même, si x n’est pas bornée inférieurement, sa plus petite 
est — ©. 

Si la variable x a une limite infinie, soit + & soit —, on 
dit encore que ses plus grande et plus petite limites coïncident 
et sont égales à cette limite infinie. Avec cette extension, la 
relation | 


lim x = lim x 
exprime la condition nécessaire et sufJisante pour que x ail 


une limite (finie ou infinie). 


16. Critère de convergence (Caucny).— La condition néces- 
saire et Sufjisante pour qu'une variable x qui passe par une 
succession illimitée de valeurs, ait une limite finie et détcr- 
minée est qu'à tout nombre positif si petit qu’il soit &, corres- 
ponde une valeur de x qui diffère de moins de & de toutes les 
suivantes. 

Il est clair que, dans ce cas, la variable x est bornée et je 
dis que ses plus grande et plus petite limites À et a sont 
égales. En effet, si l’on avait a < A, on pourrait choisir un 
nombre positif e’ assez petit pour que « + e’ fût encore < A —&, 
la variable x oscillerait indéfiniment d’un de ces deux nom- 
bres à l’autre (même en les dépassant), aucune valeur de x ne 
pourrait donc différer de toutes les suivantes d’une quantité 
inférieure à la moitié de cet intervalle, ni, par suite, inférieure 
à € (si e est supposé moindre que cette moitié). La condition 
est donc suffisante. 

Il est évident qu’elle est nécessaire, car, si les valeurs de x 
se rapprochent indéfiniment d’un nombre 4, elles finissent par 
différer aussi peu que l’on veut les unes des autres. Le théo- 
rèeme est démontré. 
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Le critèére de convergence est plus simple si la variable x 
est monotone, c’est-à-dire si elle est : soit constamment crois- 
sante (ou stationnaire), soit constamment décroissante (ou 
stationnaire). On énonce ce critère particulier comme il suit : 

Si la variable x varie toujours dans le même sens (est 
monotome), la condition nécessaire et sufjisante pour qu’elle 
ait une limite finie est qu'elie soit bornée. 

En effet, si la variable est croissante, elle tendra vers sa 
borne supérieure À, car elle ne peut surpasser À tandis qu’ello 
surpasse définitivement tout nombre moindre. De même, si 
elle décroit, elle a sa borne inférieure pour limite. 

On énonce cette règle en disant qu’une variable qui varie 
toujours dans le même sens a une limite finie ou infinie. 

Les critères, de convergence s'appliquent quel que soit le 
mode de variation de x. Ces modes sont très variés. Tantôt x 
tend vers sa limite d’une manière continue en passant par 
toutes les valeurs intermédiaires, tantôt x varie d’une maniere 
discontinue en passant par une suite illimitée de valeurs 
isolées. Dans ce dernier cas, il arrive le plus souvent que les 
valeurs successives de x peuvent être toutes numérotées dans 
l’ordre de leur succession : 


NC X;; Xo5 Xygpe.e Xns-.. Xn+pssee 


Tel est le cas pour les sommes successives des termes d’une 
série, les réduites successives d’une fraction continue, ete... 
Le critère de Cauchy peut alors s’énoncer comme il suit : 

La condition nécessaire et sujjisante pour que la suite x,, 
Xe» XssX nr. AibUNelimitefinte ch déterminée es ET OMONNT 
nombre positif & si petit qu'il soit, corresponde un indice n 
tel que la condition 


Xn+p CHE UT | + © 


ait lieu pour tous les indices n + p supérieurs à n. 


17. Limite d’une fonction. — Quand les valeurs d’une varia- 
ble y sont déterminées par celles que reçoit une autre varia- 
ble x, on dit que y est une fonction de x. 


Il peut alors se faire que, quand on donne à x une suite de 
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valeurs ayant pour limite a (la valeur a elle-même étant géné- 
ralement exclue), la suite des valeurs correspondantes de y 
ait pour limite D. On dit alors que b est la limite de y pour 
x — a et l’on écrit 


lim y = b. 


X=a«a 
La condition nécessaire et sufjisante pour que y ait une 
limite finie b quand x tend vers a, est donc qu’à tout nombre 
positif : corresponde un nombre positif à, tel que l'inégalité 
x—a|<èdentraine | yY—b|<e. 
Si l’on observe qu’une valeur de y suffisamment éloignée 


dans la suite correspond à une valeur de x suffisamment 
voisine de 4, on voit que le critere de convergence de Cauchy 
prend la forme suivante : 

La condition nécessaire et sufjisante pour que y ait une 
limite finie quand x tend vers a, est qu’à tout nombre positif e 
corresponde un nombre positif à tel que, à deux valeurs de x 
qui diffèrent de a de moins de à, correspondent deux valeurs 
de y qui diffèrent entre elles de moins de 2. 

IL est important de remarquer que y peut avoir une limite 
quand on fait tendre x vers a par une suite de valeurs sou- 
mises à certaines restrictions, par exemple toutes >> a, ou 
toutes rationnelles, etc. Ce sont alors ces valeurs seulement 
que l’on doit considérer dans la condition de convergence. 

On représente souvent par 

lim y, lim y, 
x=a+0 x=a—0 
les limites de y quand xtend vers a en restant soit > a, soit << a. 

Si y a une plus grande ou une plus petite limite quand x 

tend vers a, on les représente respectivement par 
lim y ou lim y. 


X= a X = € 


Si y a une limite b quand x tend vers l'infini, c’est à dire si 
y diffère aussi peu que l’on veut de h à condition que x soit 
suffisamment grand, on dit que b est la limite de y pour 
x= > et l’on emploie des notations analogues aux précédentes. 


Ces considérations s'étendent aux fonctions de plusieurs 
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variables. Si la valeur de u dépend des valeurs de x, y,... on 
dit que u à pour limite m quand x, y,...tendent respectivement 
vers &, b,... d’une manière quelconque, si à tout € positif 
SOLE 


x—a|,|[y—b}|,.. soient < 0. 


correspond un à positif tel que la différence 


u— m 
sous la condition que 


18. Principes de la théorie des limites. — I. La limite d’une 
somme, la limite d’une différence, la limite d’un produit de 
variables qui tendent vers des limites finies et déterminées, 
est égale à la somme, à la différence, au produit de ces 
limites. La limite d'un quotient de variables qui tendent vers 
des limites finies et déterminées, est égale au quotient de ces 
limites, pourvu que la limite du dénominateur soit différente 
de zéro. 

Ces propositions se démontrent toutes de la même façon. 
Choisissons la dernière comme exemple. Soient deux variables 
x et y ayant respectivement pour limites a et b ; on peut poser 


X=a4+a, Y = b + $, 
2 et 5 ayant pour limite zéro. On en tire 


de a ata a ab—-6a 


V4 VD HO RIDE ON 


Si b est différent de zéro, cette dernière quantité peut être 
rendue aussi petite que l’on veut avec et 6, doncx:ya 
pour limite a : b. 

De Ia combinaison des propositions précédentes, on déduit 
le théorème suivant : | 

IT. Soit R (x, y,...) une expression rationnelle quelconque 
des variables x, y,..., c’est-à-dire une expression dont le cal- 
cul ne comporte que les quatre opérations fondamentales ; 
si les variables x, y... ont respectivement pour limites a, b,.. 
FR (x,2y,.)auratpourdimeEte RG, ED) 

Ce théorème est soumis toutefois à cette restriction que si, 
parmi les opérations à effectuer, figure une division, le divi- 
seur ne soit pas nul. 

IIT. Si deux variables restent constamment égales et si 
l’une d'elles tend vers une limite déterminée (finie ou infinie), 
l’autre variable tend vers la même limite. 


1 
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En effet, si u est égal à + et a une limite finie 4, u — « 
décroit indéfiniment et 6 — «a aussi, donc 6 a pour limite a. La 
démonstration est analogue si la limite est infinie. 

IV. Une éariable qui reste constamment comprise entre 
deux autres qui ont la même limite (finie on infinie), tend vers 
La même limite. 

En effet, si la variable « est comprise entre deux autres u 
et 6 qui tendent vers «a supposé fini, © — a sera compris entre 
u— a ebv— «a qui décroissent indéfiniment et décroitra lui- 
même indéfiniment. Done &w a pour limite a. Le raisonnement 


est analogue si la limite est infinie. 


119. Méthode des limités. — Lorsque l’on à obtenu une rela- 
tion entre des variables qui subsiste pour une infinité de 
valeurs de celles-ci, on peut, en s'appuyant sur les principes 
précédents, remplacer dans cette relation les variables par 
leurs limites. Celte opération porte le nom de passage à la 
limite. Cette nouvelle regle qui s'ajoute aux quatre regles 
fondamentales de larithmétique, caractérise l'analyse infini- 
tésimale. 

La méthode des limites consiste à trouver des relatiors 
entre les quantités par passage à la limite. 

La méthode des limites se décompose en plusieurs branches 
suivant la nature des variables sur lesquelles on effectue le 
passage à la limite (séries, produits infinis, fractions conti- 
nues, calcul différentiel, calcul intégral). 


20. Méthode infinitésimale. — Une variable qui a pour 
limite zéro est une quantité infiniment petile où un infiniment 
petit. Au contraire, une quantité infiniment grande est une 
quantité variable qui augmente au-delà de toute limite 
assignable. 

La méthode infinitésimale est celle où l’on se sert de la 
considération des infiniment petits. Dans le calcul différentiel, 
on considere les quantités comme limites du rapport de deux 
infiniment petits. Dans le calcul intégral, on les considere 
comme limites d’une somme d’un nombre indéfiniment 
croissant d’infiniment petits. 9 
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Dans chaque question, on établit souvent, entre les divers 
infiniment petits que l’on considère simultanément, une clas- 
sification qui s'appuie sur les définitions suivantes : 

Une quantité 4 est infiniment petite par rapport à une 


[2] : (2 . . es 
autre 5 lorsque le rapport a) a pour limite 0. Au contraire, 
D) 


deux infiniment petits sont du même ordre si leur rapport a 
une limite finie et différente de zéro. 

On choisit un infiniment petit particulier z, que l’on appelle 
infiniment petit principal, et qui sert à classer tous les autres. 
Un infiniment petit du même ordre que z est du premier ordre 
et un infiniment petit de l’ordre de &’ est de l’ordre r. 

Lorsqu'une quantité est décomposée en une somme de 
termes qui sont des infiniment petits d’ordres différents, on 
donne le nom de terme principal à celui qui est de l’ordre le 
moins élevé. 

On appelle expression asymptotique d’une quantité une 
expression qui n’en differe que par un infiniment petit d’un 


ordre assigné, 


21. Principes de substitution des infiniment petits. — Les 
avantages de la méthode infinitésimale résultent de deux 
principes fondamentaux connus sous ce nom et que voici : 

I. La limite du rapport de deux infiniment petits z et 5 n’est 
pas changée quand on leur substilue respectivement deux 


n 
2 


autres infiniment petits 2! et f, pourvu que — et ne aient pour 
Ci 1? 


limite l’unité. 
En effet, de l’identité 


! ! ( 


(0 À eo} (6 À |? 
AT Re ro ere 
| |? (6 À > 


on conclut, par les principes de la méthode des limites, 


! ! ( 
h ol . RE + HE D Ô d 
lim > = lim lim —lim >; = lim —-: 
F? 1? (62 6 |? 


La remarque suivante sert souvent à reconnaitre que le rap- 
port de deux infiniment petits tend vers l'unité. 
Si £ reste compris entre deux infiniment petits « et + dont le 
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(J 


rapport tend vers l'unité, les rapports $ :2 et 5:92 tendent 
aussi vers l'unité. 
En effet, en divisant les inégalités 
MD re 


par 4 supposé positif, il vient 


6 a! 
(ie 
ne 


et, comme z/ : z est supposé tendre vers Punité, il suit du prin- 
cipe IV (n° 18) que 5: 4 tend aussi vers l’unité. La même 
démonstration s’applique au rapport 5 : 9/. 4 

Il. La limile d’une somme dinfiniment petits de même 
Si9TNE dj, Loys.e Un, EONL le nombre n augmente indéfiniment, 
n’est pas changée quand on remplace ces infiniment petits 
par d'autres $,, 5,,... ,, pourvu que les rapports Ê; : ; tendent 
uniformément vers l'unité. 

Le mot uniformément doil étre entendu en ce sens que, 
quelque soit & positif donné, on peut prendre n assez grand 


pour que l’on ait, quel que soit l'indice à, 


L—e< —< T1 + 
S’il en est ainsi, on aura, en supposant les z positifs, 


(H—e) a L$ (1 + es); 


puis, en additionnant toutes les inégalités semblables, 


(1 == €) Dr << 26; SF: (1 + €) Dr 


et, par conséquent, 


oo 
. 


V9 
hi 


1 — re 


Dr 
0] Q = , ; "eo Q , + " d = l 

D'ailleurs, € étant aussi petit qu’on le veut avec —, on en 
n 


conclut 


ce qui exige que D, + b, + 0, et a, + &, + + + «, aient la 
méme limite finie, nulle ou infinie. 
Ces deux principes généraux peuvent revêtir un autre 


énoncé moyennant la remarque suivante : 
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Quand deux infiniment petits s et »' ont pour limite de leur 
rapport l'unité, leur différence à est infiniment petite par 
rapport à chacun d'eux, et réciproquement. 


En effet, l'équation à — 4 — 4! peut s’écrire 


+ 
(9) Œ 


AS RE C 
Le second membre ayant pour limite zéro, il en est de même 
du premier, donc à est un infiniment petit par rapport à 9’. 
téciproquement, si à est infiniment petit par rapport à w/, 
leur quotient à : & tend vers 7éro, et à : #/ tend vers l’unité. 
Les principes de substitution peuvent donc s’énoncer encore 
comme il suit : 

On peut, sans changer la limite d’un rapport ou d’une 
somme dinfiniment petits, négliger dans chaque terme une 
quantité infiniment petite par rapport & lui. 

Toutefois l’énoncé de ce principe doit être complété, dans le 
cas d’une somme, par la condition contenue sous le mot 
uniformément dans lénoncé primitif. 

l'utilité de ces principes consiste en ce qu’ils permettent de 
négliger dans bien des cas précisément les parties des infini- 
ment petits qui font la difficulté du problème. 


S 3. Fonctions d’une variable réelle 


22. Fonctions d’une variable. — Deux variables x et y 
sont fonctions l’une de l’autre dans le sens le plus général, 
s’il existe une dépendance quelconque entre les valeurs qu’on 
peut leur attribuer. En général, on considère une des deux 
variables comme indépendante, par exemple x. La valeur 
de x peut être choisie à volonté, mais x étant donnée, y n’est 
plus arbitraire. On dit alors que y est fonction de x et cette 


dépendance s'exprime par la notation. 


y To: 

On étudie dans les éléments des mathématiques un certain 
nombre de fonctions relativement simples, dont les propriétés 
sont bien connues. Ce sont les fonctions élémentaires. On les 
représente par des symboles particuliers : 


LAS SALES ELC. 
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On dit que la fonction f(x) est uniforme ou univoque si 
elle n’est susceptible que d’une seule valeur pour chaque 
valeur de x, telles sont A*, sin x,... Au contraire, la fonction 
est mu'tiforme, ou plurivoque, ou à déterminations multiples, 
si elle est susceptible de plusieurs valeurs pour chaque valeur 
de x. Telle est la fonction x qui peut recevoir deux valeurs 
de signes contraires pour chaque valeur de x. 

On classe les fonctions en fonctions explicites où implicites, 
suivant que la relation entre y et x est donnée par une équa- 
tion résolue par rapport à la fonction y ou non résolue par 
rapport à cette fonction ; en fonctions algébriques où trans- 
cendantes, suivant que la relation entre y et x peut ou non 
ètre exprimée par une équation dont les deux membres sont 
des polynomes entiers en x, y. Les fonctions algébriques se 
partagent elles-mêmes en rationnelles où irrationnelles, sui- 
vant que l’équation qui lie y à x est du premier degré par 
rapport à y ou ne l’est pas. Une fonction rationnelle est donc 
le quotient de deux polynomes en x; en particulier, si elle 
se réduit à un polynome, elle est rationnelle et entière. 

Lorsque la relation y = f(x) qui lie y à x peut être résolue 
par rapport à x, de telle sorte qu’on en tire x = #(y), la fonc- 
tion &(y) s'appelle Ia fonction inverse de f(x). C’est en ce 


sens quevles fonctions xt, AT, sir X, to X,... Ont respective- 
1 


ment pour inverses : x", Log rAarCsin x arcs x, elc. 

La variation d’une fonction se représente géométriquement 
en utilisant les principes de la géométrie analytique. On trace 
deux axes rectangulaires OX et OY, par rapport auxquels on 
détermine les coordonnées x et y d’un point. L’équation 
y = f(x) est celle d’une courbe plane que l’on considère 
comme une représentation géométrique de la fonction f(x).- 

Remarque.— On considère souvent une constante ou bien la 
variable indépendante elle-même comme des cas particuliers 
d’une fonction. Il n’y a là rien qui doivent surprendre, car ces 
cas particuliers se rencontrent déjà dans les fonctions élémen- 
taires et ce sont même les plus simples. Ainsi, la fonction x”! se 
réduit à { pour m—0et à x pour m=—1.Dansla figuration géomé- 
trique correspondante, la courbe représentative se réduit à une 
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droite parallèle à Paxe des x, ou bissectrice de l'angle des axes. 


23. Oscillation d’une fonction dans un intervalle. — Si la 
fonction f(x) est bornée quand x varie dans un intervalle (&, b), 
elle a, comme on le sail (n° 13), une borne inférieure m et une 
borne supérieure M. La différence M — m entre ces bornes 
s'appelle loscillation de Ia fonction dans Pintervalle. Si la 
fonclion n’est pas bornée dans l’intervalle (a, b), on dit que 
son oscillation est infinie dans cet intervalle. 

Suivant ces définilions, si loscillation de f(x) est finie et 
égale à M — m dans l’intervalle (a, b) et que l’on partage cet 
intervalle en plusieurs autres consécutifs par des points inter- 
médiaires : 1° la borne supérieure de la fonction sera encore M 
dans l’un au moins des intervalles partiels et ne surpassera M 
dans aucun ; 2°la borne inférieure sera m dans un au moins des 
intervalles partiels el ne sera inférieure à m dans aucun ; 3° la 
somme des oscillations dans les intervalles partiels sera au 
moins égale à M — m et loscillation ne sera supérieure à M —m 
dans aucun de ces intervalles. Enfin, si Poscillation de f(x) 
est infinie dans l'intervalle (4, b), elle le sera encore dans l’un 
au moins des intervalles partiels. 

On dit qu’une fonction est finie dans un intervalle (a, b) si 
elle a une valeur finie en chaque point, autrement dit si elle 
n’est infinie en aucun point de l'intervalle. D’après cela, une 


fonction peut être finie dans un intervalle sans v être bornée(”). 


24. Oscillation en un point. Définitions relatives à la con- 
tinuité. — Si la fonction f(x) n’est bornée dans l'intervalle 
(a — à, a + 0) pour aucune valeur positive si petite qu’elle soit 
de 5, on dit que l’oscillation de f(x) est infinie au point a. 
Sinon l’oscillation de f(x) dans l’intervalle (a— à, a +5), qui 
est stationnaire ou décroissante quand à diminue, tend vers 
une limite déterminée quand 6 tend vers 0. Cette limite est 
l'oscillation de f(x) au point a. 

Si l’oscillation est nulle en ce point, Ia fonction est continue 


(*) Ainsi une fonction égale à 1 : x pour toute valeur de x autre que 0 
mais égale à 0 pour x— 0, serait finie et non bornée dans l’intervalle(0, 1). 
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au point a, ou pour x = a. — La fonction f(x) est donc con- 
tinue au point a, Si f(x) «a pour limite f(a) quand x tend vers 
a d’une manière quelconque. 

L’oscillation définie ci-dessus est loscillation totale au 
point a, par opposition avec les oscillations à gauche et à 
droite du point a qui se définissent comme la premiere mais 
en considérant les limites des oscillations dans les deux inter- 
valles (a — à, a) et (a, a +5). D’après ces définitions, les oscil- 
lations sont des quantités non négatives. 

La fonction f(x) est continue & droite du point a si son 
oscillation est nulle à droite du point a. Elle est continue à 
gauche du point a si son oscillation est nulle à gauche du 
point a. Si les deux oscillations sont nulles, la fonction est 
continue au point «. 

La fonction f(x) est continue dans l’intervalle (a, b) si elle 
est continue pour toutes les valeurs de x comprises entre a 
et b, à droite du point a, et à gauche du point b. 

Elle est continue dans le voisinage «a si elle est continue 
dans lPintervalle (a — :, &a + €) à partir d’une valeur positive 
suffisamment petite de &. 

Si la fonction f(x) n’est pas continue pour X = &, 6u dans 


lPintervalle (a, b), elle est discontinue au point «, où dans l’in- 


terealle (a, b). Si elle est discontinue au point 4, celui-ci 


est un point de discontinuité. 


25. Continuité des fonctions composées. — [. La somme, 
Le produit, le quotient de deux fonctions continues au point « 
ou dans l’interval'e (a, b) sont des fonctions continues en ce 
point ou dans cet intervalle, à moins qu’une fonction prise 
comme diviseur ne s'annule. 

Ces théorèmes résultent immédiatement des principes cor- 
respondants de la théorie des limites (n° 18). Démontrons, par 
exemple, le dernier. Soient f(x) et F(X) deux fonctions conti- 
nues au point «a ; si F(a) n’est pas nul et si x tend vers &, la 
limite du quotient f(x) : F(x) sera égale au quotient des 
limites f(a) : F(a). Donc f(x) est continue au point &. En 
second lieu, si f(x) et F(x) sont contiues dans l'intervalle (a, b) 


24 INTRODUCTION 


et que F(x) ne s’annule pas dans cet intervalle, le quotient 
f(x) : FX) sera continu en tout point x, done dans l'inter- 
valle (a, b). 

IL, Soit u — f(x) ST TX) es l CON NMUCRDOURER EURE AND) 
continue pour u — f(a), F{u) est fonction continue de x au 
point «. 

On a, en effet, x tendent vers &, 

lim F[f(x)] = Fflim f(x)] = F[f(a)l. 

Nous concluons de là que les fonctions composées par addi- 
tion, multiplication, division ou superposition du signe fonc- 
tionnel ne peuvent être discontinues que si l’une des fonctions 
composantes est discontinue, ou si l’une des fonctions prises 


comme diviseur s’annule. 


26. Théorème. — Soit s un nombre positif donné ; S’il est 
impossible, en intercalant un nombre convenable de points de 
subdivision entre a et b, de partager l'intervalle (a, b) en 
parties consécutives, de telle sorte que l'oscillation de f(x) soit 
<T € dans chacune de ces parties, il existe dans l'intervalle 
(a, b) un point au moins où l’oscillation de f(x) est > &. 
Ce point peut être «a ou b, mais c’est alors l’oscillation à droite 
du point a ou celle à gauche du point b qui sera > &. 

Admettons que limpossibilité supposée dans cet énoncé ait 
lieu pour l'intervalle (a, b) et partageons cet intervalle en 
deux autres par son point milieu. L’impossibilité subsistera 
dans lune au moins de ces deux parties, sinon elle n’existe- 
rait pas dans lintervalle total. Soit (a, b,) celle des deux 
moitiés dans laquelle l’impossibilité subsiste, ou la moitié de 
gauche si l’impossibilité subsiste dans toutes les deux. Parta- 
geons de même (&,, b,) en deux parties égales et désignons 
par (&,, b,) celle des deux moitiés dans laquelle limpossibilité 
subsiste encore et, s’il y a ambiguïté, celle de gauche. Parta- 
geons (&,, b,) et continuons ainsi de suite. Nous formons, sui- 
vant une loi assignée, deux suites de nombres &,, &,... An...; 
b,, b,,.. b,,.. l’une stationnaire ou croissante, l’autre station- 
naire ou décroissante, et tendant vers la même limite € puis- 
que br — An = (b — à) : 2" a pour limite 0. Le point c défini 
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par ces suites appartient done à un intervalle (a,, b,) aussi 
petit que l’on veut, intérieur à (a, b), dans lequel lPoscillation 
de f(x) est > e. Donc l’oscillation au point € est > &. Si c coïn- 
cidait avec & ou avec b, ce qui peut arriver, l’oscillation se 
déterminerait en ne tenant compte que des valeurs de f(x) à 
droite de & ou à gauche de b, et cette remarque achève la 
démonstration. 


27. Propriétés des fonctions continues d’une variable. — 
I. Si la fonction f(x) est continue au point « et ne S’annule 
pas en ce point, elle sera de même signe que f(a) dans l’in- 
lervalle (a — à, 4 + 0), pourvu qu'on choisisse à suffisamment 
petit. 

En effet, f(x) ayant pour limite f(a) quand x tend vers &, on 
peut choisir à assez petit pour que, sous la condition | xX—4«. 
<T Ô, f(x) soit plus rapprochée de f(a) que ne lest 0. Cela fait, 
f (x) aura le signe de f(a) dans l'intervalle (a — à, «a + à). 

IL. Si la fonction f(x) est continue dans l'intervalle (a, b), 
elle est bornée supérieurement et inférieurement dans cet 
intervalle. 

Ce théorème est une conséquence de celui du n° 26. Puisque 
f(x) n’a pas de discontinuité dans l'intervalle (a, b), on peut, 
le nombre positif s étant donné, trouver un mode de division 
de cet intervalle tel que l'oscillation de f(x) soit < € dans 
chaque partie. Soit n le nombre de ces parties : la fonction f (x) 
restera comprise entre f(a) — ne et f(a) + ne. 

HI. Si la fonction f(x) est continue dans l'intervalle (a, b), 
ses bornes supérieure et inférieure Sont toujours accessibles, 
c’est-à-dire qu'il existe toujours au moins deux valeurs de x 
dans l'intervalle (a, b) qui donnent respectivement & f(x) ses 
plus grande et plus petile valeurs M et m (\NVEIERSTRASS). 

Faisons la démonstration pour la borne supérieure M. A cet 
effet, considérons la fonction continue, non négative, M— f(x). 
Cette fonction peut décroitre au-dessous de tout nombre posi- 
tif «, puisque f(x) peut surpasser tout nombre inférieur à M. 
Done la fonction 1 : [M — f(x)| peut surpasser tout nombre 
assignable : elle n’est pas bornée dans l'intervalle (a, b) et, par 
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conséquent, elle est discontinue (IT), ce qui n’a lieu (n° 25) que 
si M — f(x) s’annule dans l’intervalle (a, b). 

IV. Si la fonction f(x) est discontinue dans l'intervalle (&, b) 
etqu'on divise cel intervalle en intervalles partiels consécu- 
tifs, à tout nombre positif e si petit qu'il soit, correspond un 
nombre s tel que l’oscillation de f(x) dans chaque intervalle 
partiel soil inférieure à 2, pourvu que l'amplitude de chaque 
intervalle partiel soit inférieure à à (CANTOR). 

En effet, on peut trouver un premier mode de décomposi- 
tion, tel que l’oscillation de f(x) soit inférieur à € : 2 dans 
chaque intervalle partiel, sinon la fonction aurait une oscilla- 
tion >< : 2 en un point de l'intervalle (a, b) et ne serait pas 
continue (n° 26). Soit à l’étendue du plus petit de ces inter- 
valles. Si l’on considère un autre mode de subdivision en 
intervalles  %, un intervalle de ce second mode de subdivi- 
sion ne peut empiéter sur plus de deux intervalles du premier 
mode. Donc l’oscillation de la fonction dans cet intervalle ne 
surpasse pas la somme des oscillations de f(x) dans deux 
intervalles du premier mode. Elle est, par conséquent, infé- 
rieure à €. 

On énonce souvent ce théorème en disant qu’une fonction 
continue dans un intervalle (&a, b), l’est uniformément dans 
cet intervalle. 

V.sSila fonction f(x) est continue dans l'intervalle (a, b) et 
si f(a) et f(b) sont de signes contraires, f(x) s’annule pour 
une valeur = de X comprise entre & et b. | 

Marquons entre «a et b une suite de points consécutifs assez 
rapprochés pour que la variation de f(x) soit < € d’un point 
au suivant, ce qui est possible quelque petit que soit & (IV). Si 
la fonction ne s’annule pas en l’un de ces points, elle changera 
de signe entre deux points consécutifs et sa valeur absolue sera 
<< en chacun de ces deux points. Donc 1 : f(x) surpasse 1 : 
en valeur absolue quelque petit que soit s, et cette fonction 
n’est ni bornée ni continue, ce qui n’a lieu (n° 25) que si f(x) 
s’annule dans l'intervalle (a, b). 

VI. Si la fonction f(x) est continue dans (a, b), elle prend, 
dans cet intervalle, toute valeur comprise entre f(a) et f{(b). 
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En effet, soit À une quantité comprise entre ces deux 


raleurs ; la fonction continue f(x) — À, prenant des valeurs 


de signes contraires pour X = a et x — b, s’annule en un point 
intermédiaire £ el l’on a, par conséquent, f(£) = A. 

On énonce cette propriété en disant qu’une fonction continue 
dans un intervalle (a, b) ne peut passer d’une valeur à une 


autre sans passer par toutes les valeurs intermédiaires. 


EXERCICES 


1. Soit x une valeur positive et [x] le plus grand entier contenu dans x. 
On considère la fonction x —[x]. Prouver : 1° qu’elle est discontinue 
pour les valeurs entières de x et continue pour les autres valeurs ; 2° que 
sa borne inférieure est 0 et sa borne supérieure 1, dans tout intervalle 
comprenant un nombre entier; 3° que cette borne inférieure est acces- 
sible et cette borne supérieure inaccessible. 


2. La fonction sin FR est définie, sauf pour x — 0 ; on lui donne, pour 


- 


compléter sa définition, la valeur 0 pour x — 0. Prouver : 1° que cette 


fonction est discontinue pour x — 0 et que son oscillation en chaque 
point est égale à 2 ; 2) que cependant, dans tout intervalle comprenant 
le point 0, Ia fonction ne peut passer d’une valeur à une autre sans 
passer par toutes les valeurs intermédiaires. 

a r fr. à Ê l . 

3 On définit la fonction @(x) en posant ® (x) — q quand x est ration- 
nel et égal à une fraction irréduclible Æ p : q, et © (x) — 0 quand x est 
irrationnel. Prouver : 1°) que ®(x) est continue pour toute valeur irra- 
tionnelle de x; 2° discontinue pour toute valeur rationnelle ; 3) que 
l’oscillation est égale à la fonction elle-même. 

Cet exemple prouve qu’il existe des fonctions telles qu’il y ait, dans 
tout intervalle si petit qu'il soit, une infinité de points où elles sont con- 
tinues et une infinité d’autres où elles sont discontinues. 


4, On peut définir la continuité en un point et dans un intervalle (a, b) 
comine au n° 24, mais en ne donnant à la variable indépendante x que 
des valeurs rationnelles. Ceci posé, soit f(x) une fonction définie pour 
les valeurs rationnelles de x seulement, et continue pour toutes ces 
valeurs dans l'intervalle (a, b). Existe-t-il une fonction F(x), continue 
pour toutes les valeurs réelles de x dans lintervalle (a, b) et qui coïn- 
cide avec f(x) pour x rationnel ? 


R. Oui, si la continuité de f(x) est uniforme [c’est à dire si la pro- 
priété IV du n° 27 s’applique à f(X)]; non dans le cas contraire. On le 
prouvera en montrant que, dans le cas de l’aflirmative, f(x) tend vers 
une limite déterminée F(«) quand x tend vers une valeur irrationnelle «. 
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S 4. Fonctions de plusieurs variables réelles 


28. Variables et fonctions. — Si les valeurs que reçoit la 
variable u dépendent des valeurs que l’on attribue à plusieurs 
autres variables x, y,... on dit que u est une fonction de ces 
variables et l’on écrit u = f(x, y...). La fonction est dite uni- 
forme ou univoque, — elle est dite multiforme, ou plurivoque, 
ou à déterminations multiples, selon qu’elle est susceptible 
d’une seule ou bien de plusieurs valeurs pour chaque système 
de valeurs de x, y, La fonction est algébrique ou trans- 
cendante, rationnelle ou irrationnelle, implicite ou explicite 
comme dans le cas des fonctions d’une seule variable. 

Quand on considère deux variables indépendantes seule- 
ment x, y, un système particulier de valeurs de ces variables 
se représente géométriquement par un point M du plan qui a 
pour coordonnées rectangulaires x et y. La variation simul- 
tanée des deux variables se représente par le déplacement de 
ce point dans son plan. Lorsque l’on peut attribuer à x, y tous 
les systèmes de valeurs pour lesquelles le point M tombe dans 
une certaine portion D du plan limitée par un contour fermé C, 
on dit que le point x, y varie dans le domaine borné D. Ce 
domaine comprend tous les points intérieurs au contour et 
tous les points du contour C lui-même que l’on appelle la / 
frontière du domaine. En particulier, si Pon peut attribuer à x 
et à y toutes les valeurs qui appartiennent respectivement à 
deux intervalles (a,, a)et(b,, b,), le point x et y varie dans le 
domaine rectangulaire limité par ces valeurs. 

La variation de trois variables se représente par celle d’un 
point M dans l’espace. Si ce point peut prendre toutes les 
positions comprises dans un certain volume D limité par une 
surface fermée $S et celles comprises sur cette surface, on dit 
que le point x, y, 3 varie dans le domaine D. La surface S 
est la frontière du domaine. Les points intérieurs (au sens 
étroit) ne sont pas sur cette frontière. Ce domaine est un 
prisme rectangle ou un domaine rectangulaire, lorsque cha- 
cune des trois variables varie indépendamment dans un inter- 
valle déterminé. 
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Au-delà de trois variables, la représentation géométrique 
fait défaut, mais on dit que les variables varient dans lPhyper- 
espace et l’on étend la terminologie au cas général. En particu- 
lier, le système des variables x, y,... varie dans un domaine 
rectangulaire si l’on peut faire varier chacune d'elles inde- 
pendamment dans un intervalle donne. 

On appelle diamètre d’un domaine le maximum de la dis- 
tance de deux de ses points, donc de deux points de sa fron- 
tière. Dans lhyperespace comme dans l’espace, la distance de 
deux points (x, y...), (x', y’,...) est donnée par la formule 


Gtssn ie CN 


y'}? Ho... 


Un domaine qui contient sa frontière comme nous l’avons 
stipulé ci-dessus, est un domaine fermé. 

Un domaine dont la frontière est exclue est un domine 
ouvert. Il ne sera question dans ce volume que de domaines 
fermés. 

Une fonction f(x, y,...) de plusieurs variables peut être 
bornée quand le point x, y,... varie dans un domaine D, et 
l’on dit qu’elle est bornée dans le domaine D. Ses bornes supé- 
rieure et inférieure et son oscillation dans ce domaine se 
définissent comme dans le cas des fonctions d’une seule 
variable. 


29. Définitions relatives à la continuité. — Une fonction 
HOME hesCOTERUE GU Doit (a, D...) Sif(X, y...) & pour 
limite f(a, b,...) quand x, y, tendent respectivement vers 
a, b... d’une manière quelconque, c’est-à-dire quand'|'x— a 
+ |y—b}) +... tend vers 0 ; ou, ce qui revient encore au 
même, si l’oscillation de f(x, y,...) dans le domaine infini- 
ment petit limité par les valeurs a + & de x, b + n de y, a 
pour limite 0 quand 2, r,... tendent vers 0. 

La fonction f(x, y...) est continue dans un domaine D si 
elle est continue en tout point intérieur à ce domaine et en 
tout point de sa frontière. Seulement, sur la frontière du 
domaine D, la condition de continuité exprimée par l'équation 


nf e 0)tf (lim x dina y; ); 
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est seulement relative au cas où les variables tendent vers 
leurs limites sans sortir du domaine D. 

La fonction est continue dans le voisinage d’un point (a, b...) 
lorsqu'elle est continue dans un domaine de diametre sufli- 
samment petit comprenant ce point dans son intérieur (au 
sens étroit). 

Lorsqu'une fonction n’est pas continue au point (a, b...), 
elle est discontinue en ce point. 

D’apres ces définitions, une fonction peut être continue par 
rapport à chaque variable x, y,... variant seule, sans l’être 


par rapport à l’ensemble de ces mêmes variables (°). 


30. Continuité des fonctions composées. — I. La somme, 
le produit, le quotient de deux fonctions continues sont des 
fonctions continues, sauf si une fonction prise comme divi- 
seur s'annule. 

La démonstration est la même que pour les fonctions d’une 
seule variable (n° 25). 

Si u, 0... sont des fonctions continues tte *X, V.1ehe1 
F(u, Ÿ,...) est une fonction continue de u, v,..., F sera aussi 
fonction continue de X, y... 

Faisons:tendre X, ÿ,:.. Vers X4, Yo... el SOIGNL HU, IS 
valeurs de u, v,... en ce point. Les fonctions étant continues, 


on aura effectivement : 
lmF(u, 0, S) = F (im me JE, 45...) 


De là nous concluons encore que les fonctions composées de 
plusieurs variables ne peuvent devenir discontinues que si 
l’une des fonctions composantes devient discontinue ou si l’on 
doit faire une division par zéro. Ce résultat généralise celui 


= 


obtenu au n° 25 et le renferme comme cas particulier. 


31. Convergence uniforme. 


DOI É(X, Y, 3,7 une lone- 
tion de plusieurs variables. Il se peut qu’elle tende vers une 
limite déterminée # (y, z,...) quand x tend vers une valeur 
particuliere a. On dit que f(x, y, 3,...) converge uniformément 


(”) Voir l'exercice 3 à la fin du paragraphe. 
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vers sa limite dans un domaine déterminé des variables 


Y, 3, Si, à tout nombre positif £, correspond un nombre , 
INDÉPENDANT DE Yÿ, Z,..., tel que l’on ait 


(1) | FC, Y, 5...) — (y, 2...) | <e, 
sous la condition | X— a | 9, et cela dans tout le domaine 
en y, 3,... considéré. 

La fonction f(x, y, 3,...) peut aussi converger vers une 
limite 2(Y, 3,...) quand x tend vers linfini. Pour que la con- 
vergence soit uniforme, il faut qu’à tout nombre € corresponde 
un nombre N INDÉPENDANT DE Y, 3,... tel que la relation (1) 
ait lieu sous la seule condition x > N dans tout le domaine 
en y, Z,... considéré. 

Ainsi, par exemple, la fonction 

il 
X—Y 
a pour limite 0 quand x tend vers l'infini, et cela pour chaque 
valeur de y, mais la convergence n’est pas uniforme si y 
varie d’une maniere quelconque, car, quelque grand que 
soit x, on peut encore choisir y de maniere à rendre la fonc- 
tion aussi grande que l’on veut. 


32. Propriétés des fonctions continues. — Nous considere- 
rons, pour simplifier, des fonctions de deux variables seule- 
ment, mais les théorèmes s’étendent aux fonctions d’un nom- 
bre quelconque de variables. 

I. Si la fonction f(x, y) n’est pas bornée dans un domaine 
borné D, on peut assigner un point ET); appartenant au 
domaine D et jouissant de la propriété suivante : on peut 
circonscrire autour de ce point une portion de D aussi petite 
que l’on veut où f(x, y) n’est pas bornée. Par conséquent, 
f(x, y) est discontinue en ce point du domaine D. 

Supposons d’abord le domaine D rectangulaire. Divisons-le 
en quatre rectangles égaux par ses médianes ; f sera non bor- 
née dans l’une au moins des parties. Soit donc D, une partie 
de D où f n’est pas bornée. Divisons D, à son tour en quatre 
rectangles égaux et soit D, une partie de D où f n’est pas 


[4 
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bornée. Divisons encore D, et continuons ainsi de suite indéfi- 
niment. Nous construisons ainsi, suivant une loi que nous 
achéverons de préciser dans un instant, une suite illimitée de 
rectangles emboités D, D,, D,,.. D.,... dont les deux dimen- 
sions tendent vers 0 et où f n’est pas bornée. Donc en dési- 
gnant, en général, par (a, b,) et (cr, d,) les intervalles des 
abscisses et des ordonnées du rectangle D,, la suite &,, &,,.….. 
An... tend vers une limite £&, la suite b,, b,,... b1,... tendvers 
une limite 7, et le point £, x est intérieur à tous les rectangles 
D,, donc à une portion de D aussi petite que lon veut où f 
n’est pas bornée, ce qui prouve la proposition. 

Il reste à préciser la loi de construction des rectangles suc- 
cessifs D,, car le choix de D, n’est pas encore fixé quand f'est 
non bornée dans deux au moins des quatre parties dans les- 
quelles on divise D,_,. Pour que la construction soit imposée, 
on fera, par exemple, la convention suivante. Chaque fois que 
ce sera possible, on choisira pour D, la partie d’en bas et de 
gauche de D,_,; mais si les deux conditions sont incompati- 
bles, on réalisera la premiere seule et, à son défaut, la seconde. 

Si le domaine D n’est pas rectangulaire, on peut lui circons- 
crire un rectangle R et définir une fonction f, égale à f dans D, 
mais à zéro en dehors. Le théorème est établi pour f, dans R, 
ce qui exige qu'il soit vrai pour f, dans D, donc pour f dans D. 

IT. Une fonction continue dans un domaine borné, est bor- 
née dans ce domaine et elle atteint ses bornes supérieure et 
inférieure. 

Elle est bornée, en vertu du théorèéme précédent, et l’on 
prouve qu'elle atteint ses deux bornes comme dans le cas 
d’une seule variable (27, II). 

IT. Si f(x, y) est continue dans un domaine D, à tout nom- 
bre posilif & correspond un nombre positif », tel que l’oscilla- 
tion de f soit 2 dans toute portion de D de diamètre < 0. 

Pour commencer, supposons le domaine D rectangulaire. Je 
dis d’abord qu’on peut décomposer le rectangle D en un nom- 
bre fini de rectangles : où l’oscillation de f sera << e : 2. 

En effet, si on ne le peut pas et qu’on divise le rectangle D 
en quatre autres par ses médianes, l'impossibilité subsiste 
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dans une au moins des quatre parties. En reprenant le pro- 
cédé de subdivision utilisé dans la démonstration du théo- 
reme J, nous construisons une suite illimitée de rectangles 
emboités D, D,, D,,... D,,.. dont les dimensions tendent vers 
zéro et où l’impossibilité subsiste, auquel cas l’oscillation de f 
est > € : 2 dans tous les D,. Maïs les D, ont un point com- 
mun €, 3; donc la fonction f est discontinue dans D au 
point 6, n, ce qui est contraire à l’hypothese. 

Ainsi on peut faire la décomposition du rectangle D en 
rectangles 5 où l’oscillation de f est < 2: 2. Soit à la plus 
petite distance de deux rectangles 2 non contigus. Ce nombre 
à satisfait à la condition du théorème III. En effet, une portion 
w de D dont le diamètre est << à ne peut s'étendre sur deux 
rectangles o non contigus et, par conséquent, l’oscillation de f 
dans w ne surpassera pas la somme des oscillations de f dans 


Es . € 
déneideices rectangles, a Savoir 2 —" €. 


2 


Le théorème subsiste pour un domaine D non rectangulaire. 
En effet, circonscrivons à D un rectangle R. Je dis que nous 
pouvons diviser R en un nombre limité de rectangles 6, soit 
extérieurs à D, soit tels que dans la portion commune à D et à 2 
loscillation de f soit < € :,2. En effet, dans le cas contraire, le 
raisonnement précédent prouverait qu’ilexiste un pointé, noùf 
serait discontinue en ne tenant compte que de ses valeurssur D, 
ce qui est contraire à l’hypthese que f est continue dans D. 
Supposons donc la décomposition faite, et soit à la plus petite 
distance de deux rectangles s ; comme dans le cas précédent, 
ce nombre satisfait à la condition du théorème à démontrer. 


8 5. Fonctions élémentaires (*) 


33. Exposants fractionnaires. — Dans sa signification pri- 
mitive, un exposant indique le nombre des facteurs égaux 


(*) Les définitions des fonctions exponentielle et logarithme appar- 
tiennent aux éléments de l’algèbre. Ces définitions et les propriétés 
fondamentales de ces fonctions sont déjà familières à ceux qui abordent 
l'étude de l’analyse infinitésimale. En les rappelant brièvement ci-des- 
sous, notre but est de les rattacher aux principes généraux et de faire 
saisir dans son ensemble la chaîne des déductions qui y conduisent. 


3 
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d’un produit : x" désigne le produit de n facteurs égaux à x. 
On généralise, déjà en algebre élémentaire, la notion des expo- 
sants par la définition des exposants fractionnaires et négatifs. 
Si a est un nombre positif quelconque, l'équation x" — a, où 
n est un entier positif, a une racine positive et une seule que 


l’on appelle la racine arithmétique n°"® de a. On la représente 
Il mr 


par "Va ou a". On pose ensuite, par définition, a" — "y'a, 


1 ee 
xX° = 1, xX74 — ——, « désignant une fraction quelconque. Ges 
x 


- 


définitions suffisent pour établir, sans aucune difficulté, toutes 
les règles du calcul des exposants rationnels positifs et 
négatifs. 


34. Fonction exponentielle. — Soit a un nombre positif, la 
définition de la fonction a* résulte de celle des exposants 
fractionnaires pour toutes les valeurs rationnelles de x. Lors- 
que x varie sans cesser d’être rationnel, la fonction a* est 
continue pour chaque valeur de x et elle varie en croissant de 
0 à 1 et de 1 à æ quand x lui-même varie dans le même sens 
de — à 0 et de 0 à æ. Cette propriété permet de définir, par 
un passage à la limite, la fonction a* pour les valeurs irra- 
tionnelles de x et de donner, par conséquent, la définition des 
exposants irrationnels. Si x est irrationnel, a est la limite 
de a* quand x tend vers « sans cesser d’être rationnel. La 
fonction «a* se trouve maintenant définie pour toutes les valeurs 
réelles de x, elle est encore constamment croissante avec x et 
elle est continue par toutes les valeurs de cette variable. 

Les propriétés essentielles de la fonction exponentielle sont 
exprimées par les équations 


ax a = aXTY, (OS) TENTE PRES See 
a* 


Celles-ci se démontrent directement dans le cas des expo- 


sants fractionnaires et elles s’étendent, par un passage à la 
limite, au cas des exposants irrationnels. 


35. Logarithme. Puissance quelconque. Soit a un nom- 


bre > 1 ; le {ogarithme d’un nombre positif m, dans le système 
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de logarithmes dont la base est a, est l’exposant auquel il faut 
élever a pour reproduire m. Tout nombre positif m a un loga- 
rithme et un seul dans la base &, car, a* croissant de 0 à + 
quand x croit de — © à +, l’équation a* — m a une racine et 
une seule. Nous représenterons cette racine par Log, x. 

La fonction Log, x est ainsi définie pour toutes les valeurs 
réelles et positives de x, sauf x — 0 ; elle croit successivement 
de — © à 0, de0à 1 et de 1 à l'infini, quand x lui-même croit 
de 0 à 1, de 1 à a et de à à l'infini. Elle est continue pour toutes 
les valeurs de x sauf x = 0. 

Les propriétés fondamentales du logarithme correspondent 
a celles de l’exponentielle, elles sont exprimées par les équa- 


tions : 


Log,x + Log,y = Log;xy, Log,x" = m Log,x. 


Lorsque la variable x est positive, une puissance, x", est 
définie par ce qui précède pour toutes les valeurs réelles de «. 
On a, en effet, le logarithme étant pris dans la base A, 


X4 — [ALOS a É — Aalogx 


Cette fonction s’ex prime donc par les fonctions exponentielle 
et logarithme. Elle est continue pour toutes les valeurs posi- 
tives de x. 


36. Logarithmes naturels. Nombre e. — Les logarithmes 
naturels ont pour base le nombre e que nous allons définir. Ce 
sont ceux qui se présentent le plus naturellement dans le cal- 
cul différentiel et nous n’en aurons guère d’autres à considé- 
rer. Nous conviendrons de désigner par LogA x le logarithme 
de x dans la base À, et par Log x (sans indice) son logarithme 
naturel. 

Nous définirons d’abord le nombre e comme limite de l’ex- 


(+3) 
n 


quand n est un entier qui tend vers linfini, et cette limite est 


pression 


déterminée, car nous allons montrer que cette expression est 


croissante et bornée. 
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Elle est croissante, car elle se développe par la formule du 
binome en une somme de n + 1 termes : 
1 n(n—1) 1 


n.(n—p+1i) 1 
LE mA 1.2 de à En 1.2...p n? 


=1+1+5(1—)+e 
À n 


+. Î hs) 5er) + 
taf n n n 


Or le nombre des termes augmente avec n et chaque terme 


aussi. 
Ensuite l’expression est bornée, car le terme de rang (p +1) 
(écrit en dernier lieu) est moindre que 
il _ 1 
L; 
12 TN 


et la somme entière, moindre que 


il 1 
HAN RL 


Donc le nombre e est compris entre 2 et 3. Nous appren- 
drons plus tard le moyen de le calculer. Sa valeur approchée est 


e — 2,1 1828 1828 459045 … 


THÉOREME. — Plus généralement, « tendant vers 0 d’une 
manière quelconque, on «a 
Le 
INRP Er ARE 


a—=0 


En effet, si « est positif, 1 : « est compris entre deux entiers 
consécutifs n et n + 1 qui augmentent à l'infini, et l’on a 


(1 + 5) < (te no ( ‘s se 
1 


Donc (1 + :)* est compris entre deux quantités qui ont pour 
limite e : 


1 n +1 1 1 \" 4| 
Re TT HR UT 
+—) +) fi+) Hi +.) 
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Si « est négatif et > — 1, on pose 1 + « = 1: (1 + 5), de 
sorte que 6 tend vers 0 en restant positif, et l’on a 
1 1+$ 1 
/ a (J 5 (J ( 8 
Ce) ES (ER) MR EE (LEO) ACITRR)E, 


ce qui ramène au cas précédent. 


37. Fonctions circulaires directes. — Les fonctions trigo- 
nométriques sont définies dans les éléments par des considé- 
rations géométriques. Nous supposerons connues leurs pro- 
priétés les plus élémentaires. 

Toutes les fonctions trigonométriques peuvent se définir au 
moyen de l’une d’elles. considérée comme fondamentale, par 
exemple sin x, au moyen des formules : 


T 


à 


sin X T 
COS X = SIN — x), gx — » Cotx = ig{—— x}, 


1 Î 
, COSEC X = ——- 
COS X sin x 


SeC X — 


Dans toute l'étendue de ce cours, les angles sont supposés 
mesurés par la longueur de Parc qu’ils interceptent sur la 
circonférence de rayon un. Dans les formules précédentes, 


x désigne donc un arc de cercle. 


38. Fonctions circulaires inverses. — Les fonctions circu- 
laires sont périodiques, elles reprennent la même valeur pour 
une infinité de valeurs de la variable. Donc leurs inverses, 
ayant une infinité de valeurs pour chaque valeur de Ia varia- 
ble, sont des fonctions à déterminations multiples ou des fonc- 
tions multiformes. Nous allons montrer toutefois que lon 
peut associer ces valeurs entre elles, de manière à définir une 
infinité de fonctions distinctes, dont chacune sera uniforme 
et continue et constituera une branche de Ia fonction. 

1° La fonction y = arc sin x est la fonction inverse du sinus, 
c’est la fonction implicite y définie par l’équation 


X = Sin y. 


1120 Tr . 
— à + —, x passe une seule fois par 


Quand y croît de — 5 
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1 + 1. Donc, à chaque 


chacune des valeurs comprises entre 
valeur de x dans l'intervalle (— 1, + 1), ne correspond qu’une 
T 
2: 
que cette valeur est la valeur principale de arc sin x. 


seule valeur de y dans lintervalle (— Rte | Nous dirons 


a v£ inCi > de arc sin x varie € e maniere _ 
La valeur principale de arc sin x varie d’une maniere con 


tinue avec x et elle croît de _ a quand x croit de —1 


3 
à + 1, elle définit la branche principale de la fonction. Nous 
considérerons cette branche chaque fois que le contraire ne 
sera pas dit expressément. 

La fonction arc sin x a une infinité d’autres branches ; mais 
elles se ramènent à la principale. En effet, les seules valeurs qui 
laissent sin y invariable s’obtiennent en changeant ÿ en 7 — y 
ou en ajoutant à ces deux arcs un nombre k entier (positif ou 
négatif) de circonférences. Donc toutes les autres valeurs de 
Parc sinus s’expriment au moyen de la principale par les deux 
formules : 


y = arc sin x + 2kr, Y=(r— arc sin x) + 2k7, 


où l’on donne à arc sin x sa valeur principale. En même 
temps, chacune de ces formules définit, pour chaque valeur 
de k, une branche distincte de la fonction. 

La fonction arc sin x n’a de sens jusqu'ici que si x est com- 
pris dans l’intervalle (— 1, + 1) ; en dehors de cet intervalle, 
l'expression are sin x ne représente plus rien. 

2° La fonction y = arc cos x se ramèrie à la précédente par 


les relations : 


X = COS Y — sin | —r). DOC sin X, 


T : 
ALCICOSXE— oi arc Sin X. 


La valeur principale de are cos x s’obtient par cette formule 
en donnant la sienne à arc sin x. C’est une fonction uniforme 
el continue de x, qui varie de x à 0 quand x varie de — 1 
à + 1, et c’est la branche principale de la fonction. Les autres 
branches s’obtiennent en fonction de la principale par les 
formules : 


y = 2k7r + arc cos x, y = 2kr — arc cos x. 
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Comme Parc sinus, l’arc cosinus n’a de sens jusqu’à présent 
que si la variable est comprise dans l'intervalle (— 1, + 1). 


3° La fonction y = arc tg x a, pour chaque valeur de x, une 
valeur et une seule satisfaisant aux conditions : 


T 


D 


me gx 


C’est sa valeur principale, qui définit la branche principale 


\ 


4 à T TR x 
de la fonction. Elle croit de — y à D quand x croit de 
— > à + æ. Les valeurs de l’arc pour lesquelles la tangente 


reprend la même valeur différent entre elles d’un multiple 
de + ; donc les autres branches de la fonction arc tg x s’ex- 
priment, au moyen de la première, par la seule formule 


MA TCLPEXE ET KT: 


4 Les autres fonctions trigonométriques inverses se 
raménent aux précédentes par les formules qui correspondent 
aux trois dernières du n° 37, à savoir 


pm 
LU 


arc cot x — D mare tg x, 


il 
arc sec X = arc COS —, 


ve ere À 


.- B 
arc cosec x = arc Sin -—-: 
X 


EXERCICES 


1. Toute fonction f(x) qui est bornée dans l'intervalle (0, &) et qui satis- 
fait, pour toutes les valeurs de x et de y, à la relation 


DÉCRET CEE CN) 
est de la forme f(x) = ax, a constant (e peut être aussi petit qu’on veut). 


En raisonnant de proche en proche, on déduit d’abord de la relation 
donnée que l’on a, m et n étant des entiers quelconques, 


f(mx + n) — mf(x) + nf (À). 


Prenons m => 1:e; faisons varier x d’une manière quelconque dans 
nt 
l’intervalle (o, me et faisons tendre l’entier n vers l'infini. La variable 


mx + n—£% tendra vers l'infini d’une manière arbitraire et l’on 
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déduira de l’équation précédente, puisque f(x) est bornée par hypothèse, 


(£ (x) Enf(d | 
D . — lim user ee ) (D) 0: 


» 
Prenons ensuite n —0et faisons tendre m vers l'infini ; on déduira 
de la même équation, en tenant compte du résultat précédent, 
l'(X) LT UC) EE 
ee NN LUE 0; 


X mx 
= e 


2, La seule fonction qui est bornéc dans l'intervalle (0, e), qui n’est pas 

constamment nulle et qui satisfait pour toute valeur de x à l’égalité 
f(x + y) = f(x) FO) 
est la fonction f(x) — AY, À constant. (Quelque petit que soit e). 

On déduit d’abord de cette relation f(2x) = f(x}°, f(e) = f(x) f(e — x) ; 
donc : 1° f(x) est toujours positif ; 2° si f(e) n’est pas nul, la limite infé- 
rieure de f(x) est => 0 dans l'intervalle (0, e). 

On posera donc Log f(x) = (x), g(x) sera bornée dans l'intervalle 
(0, €) et on appliquera la propriété de l’exercice précédent. 

On remarquera : 1° que, dans ces théorèmes, on ne postule pas la con- 
tinuité de la fonction ; 2° que si l’on ne considérait que les valeurs 
rationnelles de x, il serait inutile de supposer d’avance f(x) bornée. 

3° Une fonction f(x, y) est définie comme il suit : elle est nulle à Pori- 
gine et égale partout ailleurs au plus petit (en valeur absolue) des deux 
quotients x : y et y : x. Montrer que cette fonction n’a qu’un seul point 
de discontinuité, l’origine. Cependant, même en ce point, la fonction est 
encore une fonction continue de x seul ou de y seul. 


S 6. Nombres complexes 


39. Notation d’un nombre complexe. — On donne le nom 
de nombre complexe ou imaginaire à l’ensemble de deux 
nombres réels « et b, rangés dans un certain ordre, et lon 
représente cet ensemble par la notation 


a + bi. 


Les expressions de cette forme sont soumises à des règles de 
calcul conventionnelles. C’est dans l’énoncé de ces règles que 
consiste la définition mathématique des quantités complexes. 
Le symbole i n’a aucun sens par lui-même, il sert seulement 
à maintenir séparés l’un de l’autre les deux nombres a et b 
qui jouent un rôle différent dans les opérations que nous 
allons définir. Le signe + sert à marquer la connexion des 
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deux nombres «a et b et son emploi se justifiera de lui-même 
un peu plus loin. 
Le calcul des quantités complexes repose sur les huit con- 


ventions suivantes que nous indiquerons en les numérotant : 


40. Premières conventions. La première convention est 


relative à l'égalité. On écrit 
(1) at bu as + Pt, 
si l’on a séparément a = «et b = b', de sorte qu’une équa- 
tion entre quantités complexes revient à deux équations entre 
quantités réelles. 
Les trois conventions ultérieures, où la notation elle-même 
joue un rôle essentiel, sont exprimées par les trois équations : 


(11) a + di = a, 
(II) O + bi = bi, 
CENT Re O0 + Îi = i. 


Ces trois conventions font rentrer respectivement dans l’en- 
semble des quantités complexes : les quantités réelles, Les 
expressions de la forme bi que l’on appelle purement imagi- 
naires, et enfin le symbole i lui-même que l’on appelle l'unité 
imaginaire. 

Les quantités réelles rentrant maintenant dans les quantités 
complexes, il faudra prendre soin, dans les définitions à venir, 
de n’introduire aucune règle qui contredise celles déjà établies 
pour les quantités réelles. 

La règle I[ montre qu’une quantité imaginaire n’est nulle 
ou égale à zéro que si l’on a séparément : 

a = 0, D = 0, 

La quantité réelle et positive J/a? + b°? s'appelle le module 

AU 


nombre complexe est nul si son module est nul et dans ce cas 


de la quantité (a + bi) et se représente par | a + bi 


seulement. 


41. L’addition et la multiplication sont définies par les 
équations 
NM} (a bia + bi) = (a + a) + (b + bi, 
(VI) (a + bi) (a + b'i) = (aa — bb") + (ab' + a'b)i, 
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que l’on est en droit de poser, car elles se réduisent à des 
identités quand leurs termes sont réels. Donc {a somme et le 
produit de deux nombres complexes sont de nouveaux nom- 
bres complexes entièrement déterminés. Il est à peine néces- 
saire de faire remarquer que ces définitions sont faites de 
manière à conserver les propriétés commutative, associative 
et distributive, qui s’expriment par les relations : 


GP LEE, 


G+É +y—e + (8 +); 
par les relations analogues dans la multiplication, et par 
l'équation 
a(f + y) = af + «y. 

Les équations V et VI donnent lieu à des cas particuliers 
remarquables : 

1° Eu égard à IT et II, léquation V montre que a + bi est 
la somme des deux nombres a et bi. Le nombre «a est la partie 
réelle de a + bi et le nombre bi est sa partie imaginaire. 

2° Eu égard à IV, l'équation VI montre aussi que bi est le 
produit des deux nombres b et i. 

Il résulte de là que l'emploi des signes d’opération dans la 
notation du nombre complexe a + bi ne peut prêter à aucune 
confusion. 

3° Si l’on fait, dans l’équation VI, a = a = 0 et b = b' = 1, 
elle se réduit à 

= — 1. 

Donc tous les calculs relatifs à l’addition et à la multiplica- 
tion des quantités complexes pourront se faire par l’applica- 
tion des règles du calcul algébrique habituel, à condition de 
traiter le symbole i comme une quantité dont le carré serait 
égal à — 1. Cette propriété explique comment il se fait que le 
nombre i se soit introduit en algèbre sous la forme |/— 1. 
L'usage que l’on a fait de cette notation sans la définir a fait 
considérer parfois l’existence des quantités complexes comme 
une sorte de paradoxe. 

4 Si l’on fait, dans l’équation VI, a = a et b = — b, elle 


donne 
(a + bi) (a — bi) = a*° + b*. 
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Deux quantités complexes qui ne différent que par le signe 
de la partie imaginaire sont dites conjuguées. Donc le produit 
de deux quantités conjuguées est réel, positif et égal au carré 
du module de l’un des facteurs. La quantité a* + b° s’appelle 


aussi la norme de la quantité complexe «a + bi. 


42. La soustraction et la division sont par définition, les 
opérations inverses de laddition et de la multiplication. 

Soustraire (a + b'i) de (a + bi) c’est déterminer le nombre 
x + yi qui vérifie la condition 

CSD ORDER CET) (a EX) (be, )1. 

Ce nombre x + yi se représente par (a + bi) — (a + b'i). 
On aura donc, par la définition de légalité, 

(VID (a+ bi) — (a + bi) = (a — «) + (b — b'}i 

et cette équation définit la soustraction. 

Diviser (a + bi) par (a + b')i c’est trouver un nombre x + yi 
appelé quotient qui vérifie la condition 

(AEPRDDE=NLE ED'D CEE), 


ou, en multipliant les deux membres par «a — b'i, 


(a + bi) (a — b'i) = (a+ b"®) (x + yi). 


: bi 
Le quotient se représente par rs et l’on a 
(VII) L LE bi à Hu dé Lu arr 
EU D'i LD CERN 


Cette équation définit la division. Elle montre que la divi- 
sion est toujours possible et conduit, à un résultat unique et 
bien déterminé pourvu que le diviseur ne soit pas nul. 


43. Théorème. — Si dans une Somme, un produit, une dif- 
férence, un quotient de nombres complexes, on remplace 
chaque terme par son conjugué, les résultats aussi seront 
remplacés par leurs conjugués. C’est ce qui résulte immédia- 
tement des formules précédentes. Donc dans toute relation 
entre quantités complexes qui ne comporte que les quatre 
opérations rationnelles, il est permis de remplacer i par — i. 
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Soit, par exemple, l'équation 
(a + bi) (a + b'i) = (aa'— bb) + i (ab' + ab) ; 


en la multipliant membre à membre avec sa conjuguée, on 
trouve 
(de HG DO) EN (aa DD) EN AhEdD)E 
Donc le module (la norme) d’un produit est égal au produit 
des modules (des normes) de chaque facteur. 
On conclut de là qu’un produit de plusieurs facteurs s’an- 
nule et s’annule seulement si l’un des facteurs est nul. 


A4. Théorème. — Le module d’une somme ne peut pas sur- 
passer la Somme des modules de chaque terme. 
Ce théorème se vérifie d’abord pour les deux nombres 1 et 


(a + bi), c’est-à-dire que l’on a 


1+Ve+PS (1 LL) HERO 
En effet, élevée au carré, cette relation revient à la suivante 
2 Va? + PS 2a, 


qui est apparente et dans laquelle légalité ne peut avoir lieu 
si b est nul et «a positif, donc si a est réel et positif. 

Ensuite la démonstration s'étend au cas général. En effet, 
soient + et 4’ deux nombres différents de zéro, et $ leur quotient 
Ru OLA 

ja|+|æ|=]a|(+Ip}) 
Partir No Er E Es r 

On voit, en comparant les seconds membres que | « + v/| 
sera inférieur à | & | + | «|, sauf si 6 est réel et positif. 

D’autre part, Le module d’une somme est au moins égal à la 
différence des modules de ses deux termes, car les deux 


relations 
ARnor SRe RA 


[aa |>|al—|ax|, 


— ! 


se ramènent l’une à l’autre par le changement de & en à + 4’. 


45. Représentation géométrique des quantités complexes. 
— La quantité complexe (a + bi) se représente géométrique- 


- 
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ment par un vecteur, c’est-à-dire par un segment de droite de 
longueur, de direction et de sens déterminés, mené à partir 
d’une origine arbitraire, et ayant comme projections suivant 
deux axes rectangulaires les quantités «a et b. 

Si ce vecteur est mené a partir de l’origine des coordonnées, 
son extrémité M a pour coordonnées rectangulaires « et b. Le 
point M s'appelle l’afjixe (Caucay) de la quantité complexe et 
peut aussi lui servir de représentation géométrique. 

Les coordonnées polaires r et ÿ de l’affixe M jouent un rôle 
important dans l’étude de la quantité complexe. Elle sont 
définies par les relations «a = r cos 0, b — r sin 0 ; d’où 


a 
: sin Ü — 


Sr + b°, cos À — = : 


Le rayon vecteur r est le module de la quantité complexe. 
L’angle 0 s’appelle son argument, il n’est déterminé qu’à un 
multiple près de 27 quand a et b sont donnés. 

Cette représentation géométrique et la considération du 
module et de largument ont un intérêt particulier dans les 
diverses opérations précédemment définies. 

La somme de plusieurs nombres complexes est représentée 
géométriquement par la résultante des vecteurs représentatifs 
de ses termes. 

Si l’on fait le produit et le quotient de deux nombres com- 
plexes 

a + bi = Tr (cos Ô + i sin 4), 
a+ b'i = r’ (cos 0 + i sin 4), 


on trouve, par les propriétés connues des fonctions trigono- 


métriques, 
(a + bi) (a+ b'i) = rr’ [cos (4 + 9) + i sin (8 + F)], 
REED r 
mr EE Lide en 
ire pre | COS (6 — 0) + à sin (8 — 4) 


Donc le module d’un produit est égal au produit des modules 
des facteurs et son argument, à la somme de leurs arguments ; 
le module d’un quotient est égal au quotient des modules 
des deux termes et son argument, à la différence de leurs 
arguments. | 
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$S 7. Variables complexes et fonctions rationnelles 
d’une variable complexe 


46. Variables complexes. Si x et y sont deux variables 
réelles, x + yi est une variable complexe. 
Si x et y ont respectivement pour limites a et b, ont dit que 


x + yi a pour limite a + bi et l’on écrit 
lim (x + yi) = a + bi. 


La condition nécessaire et sufjisante pour que x + Yi ait 
pour limite a + bi est que la quantité (réelle et positive) 


(x + Y)— (a+ b)|=VR a) ht 0) 


ait pour limite 0. 

Cette condition est suffisante, car si ce radical tend vers 
zéro,chacune des quantités de valeur absolue moindre, (x— a), 
(y — b), a pour limite 0. Elle est nécessaire, car ce radical 
b). 

Le critère de convergence de Cauchy (n° 16) s’étend de lui- 


tend aussi vers 0 avec (x — a) et (y 


même aux variables complexes : 

La condition nécessaire et suffisante pour qu'un variable 
complexe 3 qui passe par une succession illimitée de valeurs 
ait une limite finie, est qu'à tout nombre positif donné 2, cor- 
responde une valeur de z qui diffère de moins de 2 de toutes 
les suivantes. | 

Les principes généraux relatifs à la limite d’une somme, 
d’un produit, d’un quotient de variables réelles (n° 18) s’ap- 
pliquent évidemment aussi aux variables complexes. | 

Une variable complexe qui a pour limite 0 est dite infini- 
ment petite. Pour qu’une variable complexe soit infiniment 
petite, il est nécessaire et suffisant que son module soit infini- 
ment petit. 


47. Polynome entier. Soit 3 une variable complexe, et 


[(&) = A2" + SPA +. + A, 
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un polynome de degré n à coeflicients réels ou complexes. 
A chaque valeur de 3 correspond une valeur, réelle ou com- 
plexe, bien déterminée de f(2). Ce polynome est une fonction 
de la variab'e complexe 3. De plus, c’est une fonction continue 
pour toute valeur de 3, ce qui veut dire que si l’on fait tendre z 
vers une valeur particulière z d’une maniere quelconque, on a 


lim f (2) = f(2). 


3=0 


On démontre, en algebre, que le polynome f(2) peut toujours 
se décomposer en un produit de facteurs linéaires : 


FC) = A, — 0) (2 — 60, 


les lettres 4, $,.. désignant des quantités réelles ou complexes 
et À, u,.. des entiers positifs. Le polynome ne peut s’annuler 
que pour les valeurs 3 = 4, 3 = $,.. que l’on appelle ses racines. 
Celles-ci sont simples ou multiples : les nombres À, »,.. sont 
respectivement les degrés de multiplicité des racines 4%, 5,.. 
La somme À + 1 +... est égale au degré n du polynome. On 
énonce cette propriété en disant qu’un polynome de degré n 
a toujours n racines. 


48. Fonction rationelle. — Le quotient de deux polynomes, 


non) 


N2 rte 


est une fonction rationnelle de 3. Sa valeur est bien déter- 
minée pour toute valeur de 3 qui n’annule pas le dénomina- 
teur. On a, d’après les principes rappelés plus haut (n° 46), 
lim f(2) = f(), 
34 
sauf si z annule le dénominateur. Donc une fonction ration- 
nelle est continue, sauf pour les valeurs de z qui sont racines 
du dénominateur : celles-ci rendent la fraction infinie. 
Quand le dénominateur se réduit à une constante, la frac- 
tion se réduit à un polynome entier. Un polynome est une 
fonction rationnelle et entière de 3. 
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L'expression P(2) : Q (2) est une fraction proprement dite 
lorsque le degré du numérateur est moindre que celui du 
dénominateur. Si P était du même degré ou de degré plus 
élevé que Q, en effectuant la division, on décomposerait P : Q 
en un quotient (qui serait une constante ou un polynome 
entier) et une fraction proprement dite. 


Cours d'analyse infinitésimale 


CHAPITRE I‘ 


Dérivation des fonctions explicites 
d’une variable 


S 1. Dérivée et différentielle 


A9. Dérivée. Fonctions dérivables. — Soit y — f(x) une 
fonction finie et univoque dans un intervalle (a, b) et x un point 
de cet intervalle ; donnons à x un accroissement positif ou 
négatif Ax = h, que nous appellerons aussi différence de x ; 
l'accroissement ou la différence correspondante AY de la fonc- 
tion sera f(x + h) — f(x) et le rapport de ces différences sera 


Ay _f(x+h)—f(x) 
Ax h 


Si ce rapport tend vers une limite finie ou infinie lorsque À 
tend vers zéro d’une maniere quelconque, cette limite s’appelle 
la dérivée de f(x) au point x et elle se représente par f/(x) 
(LAGRANGE), par D f(x) (ArBocasr) ou D,f(x) (CaAucHY). 

Si ce rapport tend vers une limite quand À tend vers 0 par 
des valeurs positives, cette limite est la dérivée à droite au 
point x. De même, la dérivée à gauche est la limite du rap- 
port quand À reste négatif. Quand ces deux dérivées sont 
égales, la fonction a une dérivée unique au point x, ou tout 
simplement une dérivée : celle que nous avons définie pour 
commencer. 

Si la fonction f(x) admet une dérivée (unique) en tout point 
intérieur de l'intervalle (a, b) et, de plus, une dérivée à droite 
en a et une dérivée à gauche en b, elle est dérivable dans (a, b). 

À 
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Toute fonction qui a une dérivée FINIE pour une valeur 
donnée de x est continue en ce point. 
En effet, soit « une quantité qui tend vers 0 avec h, on a 


f(x + h) — f(x) 


h FAR LUS AEQEE, 


lim [f(x + h) — f(x)] = lim A[f'(x) + €] = 0. 
Si f(x) se réduit à une constante, sa dérivée est nulle. En 
effet, 


RH RTC) 0 
lim h LL SE 0. 


Si f(x) = x, sa dérivée est égale à l’unité. En effet, 


RNCS Ole ie ce ne 
lim DE ep CASE 1 lim PES qe 
50. Signification géométrique de la dérivée. — C’est le 


problème des tangentes aux courbes planes qui a conduit à la 
considération des rapports d’infiniment petits et à la définition 
de la dérivée. Nous allons montrer, en effet, que la détermi- 
nation d’une tangente à une courbe plane revient à celle de la 
dérivée d’une fonction. 
Seit y = f(x) l'équation d’une courbe en axes rectangulaires 
Y ou obliques, et soient x et y les 
coordonnées d’un point M de cette 
courbe (fig. 1). Pour définir la tan- 
gente au point M, considérons une 
sécante MM’ menée par ce point ; si, 
lorsque le point M’ de la courbe se 
rapproche indéfiniment du point M, 


X 


la sécante MM’ tend vers une posi- 


Fig. 1 


tion limite MT, cette droite-limite 
est la tangente à la courbe au point M. 

Le point M étant donné, la détermination de la tangente 
revient à celle de son coefficient angulaire +. Appelons 5 le 
coeflicient angulaire de la sécante MM, et désignons par 
x + Ax et y + Ay les coordonnées du point M’. Menons MP 
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parallèle à OX ; nous avons 


De EME 
°7 MP  Ax 
Quand M’ se rapproche indéfiniment de M, 5 tend vers; 
donc 
Ayo f(x + Ax)= f(x) 
ce = lim Nas lim x LE N): 


La dérivée de la fonction f(x) est égale au coefficient angu- 
laire de la tangente à la courbe qui a pour équation 
y = f(x), cette tangente étant menée au point de coor- 
données x, y. 


51. Différentielle. — Une fonction f(x) est dite différentia- 
ble au point x si elle est finie et déterminée aux environs de 
ce point, et si, donnant à x un accroissement arbitraire Ax, la 
différence correspondante Af(x) peut se décomposer en une 
somme de deux termes : 


(1) Af(x) = AAx + eAx, 


À étant indépendant de Ax, et e tendant vers 0 avec Ax. Alors 
le premier terme, qui est simplement proportionnel à Ax, 
prend le nom de différentielle de y et se désigne par dy ou 
df (x) (LeiBniz), On a donc, par définition, 


df(x) = AAx. 
Af(x) = df(x) + sAx. 


Quand Ax tend vers 0, on tire de l’équation (1) 


Af(x) 7 


ï: 
Im ie 


ce qui prouve que si f(x) est différentiable, f’(x) existe et a 
une valeur finie et déterminée A. Réciproquement, si f'(x) a 
une valeur A, l’équation (1) a lieu par définition de la dérivée. 
Donc la condition nécessaire et sufjisante pour:que la fonc- 
tion f(x) soit différentiable au point x est qu’elle ait, en ce 
point, une dérivée finie et déterminée. On a, dans ce cas, 


(2) df(x) = f'{x) Ax. 
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OX 
[Le] 


Donc la différentielle d’une fonction est le produit de sa 
dérivée, supposée existante et finie, par une différence arbi- 
traire AxX attribuée à la variable indépendante x. 

Dans le cas particulier où f(x) se réduit à x, on sait que 
f'(x) = 1 ; l'équation (2) se réduit à 


XX: 


Donc la différentielle de la variable indépendante se con- 
fond avec la différence généralement arbitraire de cette 
variable. 

La formule (2) peut ainsi être remplacée dans le cas géné- 


ral par 
(3) df(x) = f(x) dx. 
Donc la différentielle d'une fonction est le produit de sa 
dérivée par la différentielle de la variable indépendante. 
Si l’on divise par dx, on trouve 


LE 
(4) Hey SR 


Donc la dérivée d’une fonction est égale au rapport de la 
différentielle de La fonction à la différentielle de la variable, 
ce qui fournit une nouvelle expression de la dérivée (LEIBN1Z) 
et celle qui est le plus employée. 


REMARQUE. — La substitution de dx à Ax dans l’équation (2) 
n’a rien de nécessaire, mais elle est consacrée par l’usage et 
cet usage est justifié. Nous verrons (n° 53, V) que l’équation (3) 
est plus générale que (2) : celle-ci suppose la variable x indé- 
pendante, tandis que l’équation (3) n’est pas soumise à cette 
restriction. 


52. Signification géométrique de la différentielle. — La 
différentielle est susceptible d’une interprétation géométrique 
qui se rattache à celle de la dérivée. Considérons encore la 
courbe y — f(x) (fig. 1). Menons la tangente au point M (x, y); 
donnons à x un accroissement arbitraire Ax et soit M” le point 
de la tangente qui a pour abscisse x + Ax. On a Ax = MP et 
l'accroissement correspondant de l’ordonnée de la tangente est 
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PM’. Or PM” : MP est le coefficient angulaire f’(x) de la tan- 


gente ; il vient donc 
MP = (MP) f'(x) = Ax f'(x) = df(x). 


Donc la différentielle de f(x) est égale à l'accroissement 
de l’ordonnée de la tangente à la courbe Y=f(x), lorsque l'on 
passe de l’abscisse x du point de contact à une autre abseisse 
KETAX : 

D’après cela, la différentielle dy peut être considérée comme 
la valeur approchée de Ay que l’on obtient en remplaçant la 
courbe y = f(x) par sa tangente au point x, y. 


5. Règles de dérivation. 
détermine la dérivée d’une fonction s’appelle dérivation ; celle 


L'opération par laquelle on 


par laquelle on détermine la différentielle, différentiation. Le 
premier objet du calcul différentiel est d’établir les règles de 
ces opérations. 

Nous examinerons d’abord le cas où la fonction proposée est 
composée au moyen d’un certain nombre de fonctions dont la 
dérivée est supposée déterminée et finie. 


I. DÉRIVÉE D’UNE SOMME. — Soit ÿ = u + 6 — « + .… une 
somme algébrique de fonctions ayant des dérivées u/, 6', w’,... 
Donnons à x un accroissement Ax et désignons par Ay, Au, A6, 
Aw,... les accroissements correspondants des fonctions ; nous 
avons 


Ay Au Ap  .Aw 
Ax . Ax à av Ax 


d’où, à la limite, en faisant tendre Ax vers zéro, 
= +6 — a +... 
Multiplions les deux membres par dx, il vient 
dy = du + de — dw +... 


Donc la dérivée (la différentielle) d’une somme algébrique 
de fonctions est la somme des dérivées (des différentielles) de 
chacune de ces fonctions. 


IT. DÉRIVÉE D’UN PRODUIT. — Soit y = uv un produit de 
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deux fonctions ayant des dérivées w’ et 6’. On a : 


AY _ (u + Au)(o + Av) — uv … Au | | A6 
Ax Ax MAL ASE Ax 
et, en faisant tendre Ax vers zéro, 
Au 


| POUPEE Ë 
An lim (0 + Av) + u lime = u' + uv’. 


En multipliant par dx, on trouve 


y = lim 


dy = du + u dv. 


Donc la dérivée (la différentielle) d’un produit de deux fac- 
teurs est égale à la somme de chacun des facteurs, multipliés 
respectivement par la dérivée (la différentielle) de l’autre. 

Si v se réduit à une constante «a, sa dérivée et sa différen- 
tielle sont nulles, donc 


D.au = a Du, dau = adu. 


On voit que la dérivée (la différentielle) du produit d’une 
fonction par une constante est égale au produit de la constante 
par la dérivée (la différentielle) de la fonction. On exprime 
cette propriété en disant qu’un facteur constant peut sortir du 
signe de dérivation (de différentiation). 

On a, par la même règle, 

Duvw = 6wDu + uD.ew = 6wDu + uwDe + uveDw 


et, en général, quel que soit le nombre des facteurs, 


Du De De 
DUO EE UV ww... TEE CR + SF + ... 
U (g (4 


Si l’on fait u = 6 — w — .… et si l’on suppose le nombre des 
facteurs égal à m, il vient (m entier et positif) 


Durs mt 
En particulier, si u = x, 
DRE EMmAXNREEE 
Si l’on multiplie les deux dernières équations par dx, il vient 


d.uvw... = uvw... + . + d® + …) 


du" = mu”"-1 du. 
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a 
ot 


, , Le u 
IIT. DÉRIVÉE D'UN QUOTIENT. — Soit y — Po OA 
‘ 
u + Au u Au 1 A6 
——————— —— — ( — 
ARR EPA PANNE AX ASE 
Ax AX (6 + Av) ? 


d’où, en passant à la limite, 


CTI 


! 


Ya 


(9 
Si l’on multiplie par dx, il vient 


RTE SM LA 


24 V 


Dans le cas particulier où u se réduit à une constante «a, sa 
dérivée est nulle et il vient 


«a De « do 
Du CL . D 


(? ( TR 


IV. DÉRIVÉE D’UNE FONCTION INVERSE. — Soit y = f(x) une 
fonction admettant une fonction inverse, de telle sorte qu’on 
ait x = v(y). Si l’une de ces fonctions admet une dérivée dif- 
férente de zéro, l’autre fonction aura aussi une dérivée et 
celle-ci s’obtiendra immédiatement. 

Supposons connue la dérivée de par exemple. On a 


AY il 7e HRAIGUAE, 
Tee — TEA MmaIls re CRT (y), 
AY 
il vient donc, à la limite, si £(y) n’est pas nul, 
L 1 


I PR ES 2 
PET TG) — are) 
Donc la dérivée de y considérée comme fonction de x est 
l’inverse de la dérivée de x considérée comme fonction de y. 
Si l’on représente par un indice la variable considérée 
comme indépendante dans la dérivation, en d’autres termes, 
celle par rapport à laquelle on dérive, la règle précédente 


peut s’écrire 
L 
D,x 


D,y — 


56 CHAPITRE I. FONCTIONS EXPLICITES D’UNE VARIABLE 


V. DÉRIVÉE D’UNE FONCTION DE FONCTION. — Soient y = F{(u) 
et u = f(x), de sorte que y s’exprime en fonction de u, u étant 
lui-même fonction de x. Supposons toujours que F(u) et f(x) 
aient des dérivées finies et déterminées F'(u) et f'(x). On a 


AVR VERRE 


Ax Au Ax 


et, à la limite, Au tendant vers zéro avec Ax, 


y' = Fu) f(x). 

Donc la dérivée de y par rapport à x est le produit des 
dérivées, supposées existantes et finies, de y par rapport à u 
el de u par rapport à x. Si ces dernieres dérivées n’existaient 
pas, la règle ne serait plus applicable, mais il n’en résulterait 
pas nécessairement que y n’admit pas de dérivée par rap- 
port à x. 

Si l’on multiplie l’équation précédente par dx, on obtient 


dy = F'(u) du. 


Donc, si y = Fu), dy s'exprime au moyen de du comme si 
u était la variable indépendante. 

Ce principe fondamental montre que la différentielle d’une 
fonction de x se calcule toujours par les mêmes règles, qu’elle 
soit exprimée directement en fonction de x ou au moyen de 
variables auxiliaires. 


54. Dérivées des fonctions élémentaires. I. EXPONEN- 


TIELLE. — On a, par définition de la dérivée, 
; e*+th _— ex 2” el ter { 
D ex = Lim ———— — e*lim 
h=0 h h=0 uit 
Posons el —T = 4, d’où h = Log (1 +4); « aura pour limite 0 
avec h. Donc (n° 36) 


DE 
lim = ir 2 DE GTI NOR EME AU RES 


Il vient ainsi 
D ex = ex. 


Donc la fonction e* se reproduit par dérivation. 
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La dérivée d’une autre exponentielle quelconque s’obtient 
par la règle de dérivation des fonctions de fonction. On a, en 
considérant x Log À comme une variable intermédiaire u, 


D A* = De*l&8 4 — exLog 4 D (x Log A) — A* Log A. 


IT. LOGARITHME. — Considérons d’abord les logarithmes de 
base A et soit 
y = Log x. 


Cette fonction est l’inverse de l’exponentielle x = AY; sa 
dérivée se calcule par la régle de dérivation des fonctions 
inverses, d’où 


RE Las RECERPN AU 
MIE 1? Net AH Log A MX I0S À 


En particulier, si les logarithmes sont naturels, on a 
1 
D Log x = —- 
5e 


III. PuissaANcE. — Soient a un nombre donné et x une 
variable positive. On a, par les propriétés des logarithmes, 


ns Log x 
xa — ea Log x, 


a 
D xa = ea Los x D (a Log x) = x®— = ax, 
X 


CA 


Donc la règle établie précédemment (n° 53, IT) pour a entier, 
est générale. 


1 


En particulier, si a — Ex on a Dy x = 2x 


2 


IV. FONCTIONS TRIGONOMÉTRIQUES. — 1° On a, par définition, 


. | 3 
L : SIn — COSIX + — 
D sin x = lim DA (x LR h) Te: — 9 ]im HAL | Rene 
h=1 h h=0 R 


h Re sue 
Or cos (x 3e TS) à pour limite cos x, il vient donc, en rem- 


plaçant À : 2 par &, 


; : Sin 
D sin x = cos x lim ——. 
a=0, 0% 
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On sait, par les éléments de trigonométrie, qu’un arc 
moindre qu’un quadrant est compris entre son sinus et sa tan- 
gente. Donc, si z est positif, on a 

il 
cos © 


(o À 
Sin % d te d’où Le 
La<tge, < TE < 


Ainsi, si x tend vers zéro en restant positif, —— reste com- 
sin & 


pris entre deux quantités qui ont pour limite l’unité et l’on a 


aussi (n° 18, IV) 


: o. 
Lim ——— = 1 
SIN & 


D'ailleurs, comme z : sin & ne change pas quand change de 
signe, cette limite subsiste pour & négatif, et on peut la sub- 
stituer dans la valeur de D sin x, ce qui donne 


LISE = Co 


2° On a, par la règle de dérivation des fonctions de fonction, 


À TH er TH 
D cos X = Dsin{——x]| = cos ——x])D — X | 
2 2 . à 
D cos x = — sin x. 
3° La regle pour dériver un quotient donne 


Sin -X2 "COS XD SIN X SIM LDICOSX 


Dig x = D == : ) 
COS X COS* X 


Î 


Dire" 
5 COS? X 


4 On trouve, de même, 


| 1 sin x 
DsecxX=D || tps 
COS X COS? X 
x T 
»° Enfin, en changeant x en (x) dans les deux der- 
éd 


nières fonctions, on obtient, par la règle des fonctions de fonc- 


tion, 


D'OotE=e D cosec x = — cot x cosec x. 
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V. FONCTIONS TRIGONOMÉTRIQUES INVERSES. — {1° Soit, en 
premier lieu, y — 


are sin x ; la branche principale (n° 38) est 
définie par les conditions 


T 


1 


— <Y< 


Pour en trouver la dérivée, on applique la règle des fonc- 
tions inverses. On a x = sin y, donc 


D,x = cos y = }1— sin? y = V1—x"°. 


Ce radical doit être pris avec le signe +, car cos y est posi- 


— 


tif quand y varie de — = à + D. On a donc 


D NX", 
: 1 
IT = D'arc sin x = ———. 
+ V1— x! 
Les autres branches de arc sin x se partagent en deux 


classes, liées à la principale par les deux formules (n° 38) : 


y = arc sin x + 2kr, 
Y = (rx — arc sin x) + 2kr. 
Les premières auront donc même dérivée que la branche 


principale et les secondes, une dérivée de signe contraire. 


2° La dérivée de y = arc tg x s’obtient aussi par la règle 


des fonctions inverses. On a x = tg y ; donc 


OURS DOME ne 2 = 2 
IbESE PS LANTERNE EEXE, 


D,y = 


D arc tg x — 


1+x 


La dérivée est la même pour toutes les branches de la 
fonction. 

3° Les dérivées des autres fonctions circulaires inverses se 
ramènent aux précédentes par les formules : 


D'arc cos D(F — arc sin x) = 1 


TNT 
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FT | 
D'arccot x = DI— —arctg x| = ————— 
à “ 1 
1 
1 Me il 
D arc sec x = D arc cos — — SR 
X 1 x Vx? — 1 
VAL 
se 
; 1 
D arc cosec X = Dar sin == 
X x x? —1 


55. Différentielles des fonctions élémentaires. — Ces diffé- 
rentielles s’obtiennent en multipliant les dérivées par dx. On 
obtient ainsi le tableau suivant, qu’il est indispensable de 


connaitre par cœur : 


NE dx 
XX dV x = —— 
2 x 
dx 
d A* = Ax*Log À dx d Log X = —— 
Ge £: x Log À 
dx 
d e* = e* dx. d Log x = — 
w 
, , dx 
LS E ECO d'arc sx PS 
Vi — x 
dx dx 
d'ir x ATCIDN = ee 
g PRE d'arc tg x TS 
dx 
d sec x = tg x sec x dx d'arc sec x — Re 
XV xX°— 1 
diCOS XI SInIX dx d arc cos x = — d arc sin x 
dx : 
d'eotx = — ——— d'arc cot x = — d'arc tg x 
sin” X 
d cosec x = —cot x cosec x dx  d arc cosec x = — d arc sec x 


IL est essentiel de remarquer que les formules de ce tableau 
subsistent encore quand on y remplace la variable x par une 
fonction quelconque u de x. Ainsi 


d Au = At Log À du. etc. 


Les règles 


56. Différention des fonctions composées. 
générales du n° 53 et les formules du tableau précédent suf- 
fisent pour déterminer la différentielle d’une fonction explicite 
quelconque y, pourvu qu’elle soit exclusivement composée 


DÉRIVÉE ET DIFFÉRENTIELLE 61 


par addition, soustraction, multiplication, division ou super- 
position du signe fonctionnel au moyen des fonctions élémen- 
aires. En effet, il y a toujours une dernière opération à effec- 
tuer dans le calcul de la fonction. Cette opération porte sur des 
éléments qu’on peut représenter par une lettre. Par lPintroduc- 
tion de ces variables auxiliaires, on ramène la fonction y à 
une somme, un produit,.. de simples lettres ou à une fonction 
élémentaires d’une seule lettre. La différentielle s’ex prime par 
les règles des n° 53 et 55 au moyen des différentielles des 
variables auxiliaires. On recommence la même opération pour 
calculer les différentielles des variables auxiliaires et l’on con- 
tinue ainsi de suite jusqu’à ce que les différentielles puissent 
s'exprimer en fonction de x et de dx seulement. En éliminant 
alors les variables auxiliaires et leurs différentielles, on 
obtiendra dy en fonction de x et de dx. Pour trouver la 
dérivée Dy, il suflira de diviser par dx. 

IL existe des modes de composition qui ne rentrent pas dans 
les précédents. La formule générale de dérivation des fonctions 
composées s’obtient dans la théorie de la dérivation des fonc- 
tions de plusieurs variables (n° 102 et 112). 

REMARQUES. — Certaines fonctions de fonction revêtlent une 
forme sous laquelle leur mode de composition n’est pas immé- 
diatement apparent, et il faut alors les transformer avant de 
les différentier. C’est le cas pour les fonctions u° et Log,v, 
dans lesquelles u et © désignent des fonctions de x. On com- 
mencera par les exprimer au moyen d’une base constante, 
par exemple e ; on aura ainsi 


ul" — e° Los Pa be Su — 


et les différentielles s’obtiennent alors par les règles précé- 
dentes. 

La dérivée logarithmique de y est la dérivée, y’: y, de son 
logarithme. La dérivée y’ s’en déduit en multipliant celle-ci 
par y. Soit, par exemple, y = u° 0" ; on aura 

Log y = Log u + u Log v, 
4 ou" uv’ 


À = ÿ’ Log u + u’ Log 6 + TE = à PTE 
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Cet exemple montre qu’il est souvent commode de passer 
par la dérivée logarithmique pour calculer la dérivée de y. 


57. Exceptions aux règles précédentes. — Les règles de 
dérivation des fonctions composées supposent les dérivées des 
fonctions composantes déterminées et finies. Si cette condition 
vient à manquer en certains points, les règles ordinaires ne 
s'appliquent plus et il faut un calcul direct pour s’assurer de 
l'existence de la dérivée et pour la déterminer quand elle existe. 

Considérons l’exemple classique 


1 
= S 2 1 sm" 0 
f(x) x°sin L 


Sauf au point x = 0, cette fonction est bien définie, continue 
et elle a pour dérivée. 


FL 
f'(x) = 2x sin —— — COS 


Achevons de définir f(x) en faisant f(0) = 0, de sorte 
que f(x) est encore continue au point 0. Comme les sinus et 
cosinus de 1 : O0 n’ont pas de sens, les règles de dérivation ne 
s'appliquent pas au point 0. Cependant f’(0) existe et se cal- 
cule directement. Puisque f(0) = 0, on a, par définition, 


f'(0) = lim AUOT lim h re = 0. 
A 1 R 


IL faut remarquer que f'(x) ne tend ici vers aucune limite 
quand x tend vers 0, auquel cas cos (1 : x) oscille indéfiniment 
entre — 1 et + 1. Cet exemple prouve donc que f’(a) peut 
avoir une valeur déterminée sans être la limite de f’(x) quand 
x tend vers «a. 


58. Extension des définitions au cas d’une variable com- 


plexe. — Soit z = x + yi une variable complexe ; la dérivée 
d’un polynome ou d’une fraction rationelle f(z) se définit 
comme dans le cas d’une variable réelle. C’est la limite, f'(2), 
vers laquelle tend le rapport, 
FC +) — 1) 
h 
des accroissements (réels ou complexes) correspondants de la 


fonction et de la variable quand ce dernier accroissement À 
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tend vers zéro d’une manière quelconque. Lorsque cette limite 
n'existe pas, la fonction n’a pas de dérivée pour la valeur 
considérée de 3. 

Les différentielles se définissent en multipliant les dérivées 
par la différentielle dz de la variable indépendante. Cette der- 
nière différentielle n’est autre chose que l'accroissement arbi- 
traire À = Ax + iAy que l’on attribue à cette variable. 

Les régles qui ont été établies (n° 53) pour dériver une 
somme, un produit, un quotient, une puissance entière, règles 
qui résultent immédiatement de la définition de la dérivée 
comme limite d’un quotient, subsistent intégralement dans le 
cas où la variable est complexe, pourvu que les dérivées des 
fonctions composantes existent. Comme Dz = 1 par définition 
de la dérivée, et que, par conséquent, la dérivée de z existe, 
ces règles suffisent pour dériver un polynome et une fraction 
rationnelle. 

I. Si f(z) est un polynome entier 

AGEN STE ESC AT SC A", 
on a 
f'() = nA,z + (n—1)A x 2+ ... + A, 1. 

Donc la dérivée d’un polynome est finie et déterminée pour 
toutes les valeurs de z sans exception. 

IT. Si f(2) est une fraction rationnelle, ses deux termes sont 
des polynomes À et B ; et la règle pour dériver un quotient 


donne 
f'(z) = D A == BA"— AB" 
B 18 

Donc une fraction rationnelle a une dérivée finie et déter- 
minée pour toutes les valeurs de z sauf les racines du déno- 
minateur B. 

IT. Lorsqu'un polynome est décomposé en facteurs linéaires, 
sa dérivée s’obtient aussi par la règle de dérivation d’un pro- 
duit. Soit 


f(z) = (6 — a)"(z — D)". ; 
on aura 


m n 
HO (= CON EEE 
A CT D 
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Cette relation peut s’écrire plus simplement, 


1° (2) OR Tl 
AE eu ET 


Nous appellerons cette expression la dérivée logarithmique 
de f(z) sans nous préoccuper de généraliser ici la définition 
du logarithme lui-même (qui suppose f(z) réel). 

REMARQUE. — Comme nous le verrons plus tard, on se sert 
souvent de la considération des variables complexes pour 
obtenir plus facilement des résultats relatifs aux variables 
réelles. Ceux-ci, en effet, se déduisent comme cas particuliers 
des résultats relatifs aux variables complexes en supposant 
que les variables deviennent réelles. 


1. Démontrer les formules suivantes : 
bx ab dx a + bx 2ab dx 
RUE PA MN nie a. LOU mn res 
a a? + b?x? a—bx a —bx 
LI eu VE dx EX dx 
Œd. LOS (X @ CS) EEE DL ALCSINSREEE 
d. Log sin x — cot x dx d. Log cos x — — tg x dx 
ne dx XIRIT dx 
d. Log tg — — d. Log ig [=—-) — — 
5) ne À ) 4 CR a ee 
ATNSInX 2 cos x 
b : ab dx œ X > x 
d.arctg EAN ne LE VE TR 1b dx Ie d. Log LPigx € ab GE # 
a a? cos? x + b? sin? x a— bigx  a’cos x —pb°sin° x 
ee dx 
d'igx+-te x|— 
de 
3 cost x 


3 X 3 ; : ; 
d | —+(3cosx + cos X: | sinx |—#53costdx 
< Ne 


2. Déterminer les dérivées à droite et à gauche au point 0 des deux 
fonctions (supposées nulles au point 0) : 


f(x) = x arc PE DIX) RSR 
x IE 
1 +e* 
R, Ces deux dérivées sont différentes. On a, en effet, 
lim LC DRE PRO ras Aer LE L 0 
h one h Le 
1 + e" 
lim (ER) arc tg 1 — — _—, lim PC) ] — 1. 
Le] 
— h h é — ox” 
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Il 
3. Montrer que f(x) = x sin Le (supposée nul pour x — 0) n’a pas de 


dérivée au point x — 0. 
R. Le rapport f(h) : h est égal à sin (1: h) et ne tend vers aucune 
limite quand À tend vers 0. 


S 2. Propriétés de la Dérivée 


59. Théorème. Soit Y = f(x) ; si l’on suppose AX in/fini- 
ment petit (n° 20) et si la dérivée f'(x) est finie et différente 
de 0 au point donné x, Ay et dy sont deux infiniment petits 
dont le rapport a pour limite l’unité. 

_ En effet, on a, par définition de la dérivée, 


AY 
AR 


(RC) ELLE 


e ayant pour limite 0 avec Ax. D’où, en divisant par f'(x) qui 
n’est pas nul par hypothèse, et en observant que dy = f'(x) Ax, 


Le théoreme résulte de cette égalité, dans laquelle & : f(x) a 
pour limite 0 avec Ax. 

Donc, quand Ax est infiniment petit, Ay et dy sont deux 
infiniment petits, susceptibles d’être substitués l’un à l’autre 
sous les conditions exposées plus haut (n° 21). On doit se gar- 
der toutefois de les confondre entre eux. 


60. Fonction croissante, décroissante en un point. — Si la 
dérivée f’(x) est positive au point x, le quotient Ay : Ax a une 
limite positive, donc Ay est différent de 0 et de même signe 
que Ax pour les valeurs suffisamment petites de | Ax |. On dit, 
dans ce cas, que la fonction est croissante au point x. 

Si, au contraire, f’(x) est négative, Ay et Ax sont de signes 
contraires pour les valeurs suffisamment petites de | Ax |. Dans 
ce cas, la fonction est décroissante au point x. 

Il résulte de là que si sa dérivée n’est pas nulle au point x, 
la fonction f(x) admet toujours, dans le voisinage immédiat 


5) 


66 CHAPITRE I. FONCTIONS EXPLICITES D’UNE VARIABLE 


de ce point, des valeurs supérieures et inférieures à celle 
qu’elle acquiert en ce point lui-même. Les valeurs supérieures, 
par exemple, s’obtiendront à droite du point x si la fonction 
est croissante, et à gauche si elle est décroissante. Il s’en suit 
que la fonction ne peut atteindre ni sa plus grande ni sa plus 
petite valeur au point x. Cette simple remarque sert de base à 
la proposition suivante, connue sous le nom de théorème de 
Rolle quoique Rolle ne l’ait énoncée que pour un polynome. 


62. Théorème de Rolle. — Si la fonction f(x), continue 
dans l’intervalle (a, b), S’annule pour x = a et pour x=b et 
admet une dérivée unique (finie ou infinie) en tout point inter- 
médiaire (a, b pouvant être exclus), cette dérivée s’annulera 
en l’un des points intermédiaires. 

En effet, f(x) a une plus grande valeur M et une plus petite 
valeur m dans l'intervalle (a, b) (n° 27, IT). Si M et m sont 
nuls tous deux, f(x), étant égale à zéro dans tout l’intervalle, 
est une constante et sa dérivée sera nulle dans tout l’inter- 
valle. Dans ce cas, le théorème est démontré. Si, au contraire, 
M (ou m) est différent de zéro, la fonction f(x) atteindra cette 
plus grande (ou plus petite) valeur (n° 27, IIT) pour une valeur £ 
de x comprise entre a et b et nécessairement différente de ces 
limites. On aura f'(£) = 0 ; car, s’il en était autrement, la fonc- 
tion f(x) serait croissante ou décroissante au point £ comme on 
l’a montré au n° précédent, et f(£) ne serait, en aucun des deux 
cas, la plus grande (ou la plus petite) valeur supposée. 

COROLLAIRE. — Si f(x) reprend la même valeur aux points a 
et b, sa dérivée s’annule en un point intermédiaire, car la fonc- 
tion f(x) — f(a), qui a la même dérivée, s’annule pour x = a 
et pour x = b. 


63. Formule des accroisements finis (LAGRANGE). — Soit f(x) 
une fonction continue dans l’intervalle (a, b) tout entier, ayant 
une dérivée unique (finie ou non) en tout point intérieur (au 
sens étroit) à cet intervalle, il en sera de même pour la fonc- 
tion £(x), définie par l’équation 


(x) = (b — a) [f(x) — f{a)] — (x — a) [f(D) — (a) 
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Mais cette fonction s’annule pour x — a et pour x — b, donc, 
en vertu du théorème de Rolle, sa dérivée, 


(x) = (b— a) fx) — [f(b) — f{a)l, 


s’annule pour une valeur £ de x entre a et b, d’où 


DODIETIUD) SCD EE NAS): 

Cette relation entre l’accroissement exact de f(x) et celui de 
la variable x, porte le nom de formule des accroissements 
finis. On la met le plus souvent sous une autre forme. Rem- 
plaçons «a par x et b par x + h, alors £ (qui est compis entre 
x et x + h) peut être remplacé par x + 0h, 6 désignant un 
nombre généralement inconnu > 0 et < 1. On trouve ainsi 


f(x + h) — f(x) = hf'(x + 0h) 
(Lei) 

La formule antérieure ne supposait pas a <[ b, car on pou- 
vait aussi bien raisonner sur l’intervalle (b, a) ; et, par suite, 
h est, dans celle-ci, de signe quelconque. 

La formule des accroissements finis est une des formules 
fondamentales du calcul différentiel. Elle est d’un usage con- 
tinuel. On en déduit le théorème suivant : 


66. Théorème. Toute fonction f(x) dont la dérivée est 


constamment nulle dans un intervalle (a, b), se réduit à une 


constante dans cet intervalle. 

Soient, en effet, x et x + h deux valeurs de x appartenant à 
l'intervalle (a, b), on aura, par la formule précédente, en 
observant que f(x) est continue (n° 49), 


f(x + h) — f(x) = 0, d’où ÉCRAN = TR), 
c’est-à-dire que la fonction est une constante. 
COROLLAIRE. — Deux fonctions f(x) et £(x) dont les déri- 
vées sont finies et égales dans un intervalle (a, b) ne diffèrent 
que par une constante dans cet intervalle. 


En effet, la fonction f(x) 


stamment nulle, se réduit à une constante C et l’on a 


f(x) = (x) + C. 


(x), ayant une dérivée con- 
1 
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Ce théorème est le théorème fondamental du calcul inté- 
gral. Dans celui-ci, on se propose de trouver toutes les fonc- 
tions ayant une dérivée connue. On voit que le problème sera 
résolu si l’on en trouve une, car les autres s’en déduisent par 
l'addition d’une constante. 


64. Théorème. Si f(x) a une dérivée f'(x) et tend vers 
l'infini quand x tend vers une valeur finie a, il est imposible 


que f'(x) conserve une valeur finie quand x tend vers a. 

En effet, si f'(x) avait une borne supérieure finie M dans 
l'intervalle (a, b), la formule des accroissements finis donne- 
rait, pour x compris entre «a et b, 


GS) AAC) ENTER 


et, comme on peut faire tendre x vers «a dans cette formule, on 
voit que f(x) ne croîtrait pas indéfiniment quand x tend vers a. 


65. Fonction croissante ou décroissante dans un inter- 
valle. — Si la dérivée f'(x) est positive ou nulle dans l’inter- 
valle (a, b), sans toutefois être constamment nulle, la fonction 
f(x) est croissante dans l’intervalle (a, b), c’est-à-dire que 
(b étant > a) on a f(b) > f(a). 

En effet, quel que soit x entre a et b, la formule des accrois- 
sements finis s'applique aux deux intervalles ax et xb et donne 


fb) =) (be x) FE) 0, 
f(x) — f{a) = (x — a) FE) 50, 


d’où f(b) ÿ f(x) ÿ f(a) ; et j’en conclus f(b) > f(a), car l’éga- 
lité entrainerait la constance de f(x) et l’on aurait partout 
f'(x) = 0, ce qui est contraire à l'hypothèse. 

De même, si f’(x) est négatif ou nul dans l’intervalle (a, b), 
sans toutefois être constamment nul, la fonction f(x) décroit 
dans cet intervalle : on a f(b) < f(a). 


66. Formule de Cauchy. — Soient f(x) et F(x) deux fonc- 
tions continues dans l'intervalle (a, b) et admettant des déri- 
vées bien déterminées et finies en tout point intermédiaire. 
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Supposons : 1° que les deux dérivées f'(x) et F'(Xx) ne s’an- 
nulent pas simultanément en l’un de ces points ; 2° que F(b) 
soit différent de F(a). On aura (CAUcHY) 


ODA) PTI(S) : 
F(b) — F(a) FE) CS 


En effet, observons que la fonction de x 


f(x) IF) — F(a)]— F(x) [f(b) — f(a)] 


prend la même valeur aux points a et b ; il vient, par le théo- 
rèeme de Rolle, 


DONC) EEEN(G) ERIC) ON Er (QE 0" 


Mais F'(Ë) n’est pas nul, sinon les deux dérivées f'(£) et F/(£) 
s’annuleraient simultanément en vertu de cette relation elle- 
même (puisque F(b) — F(a) n’est pas nul). Donc on peut divi- 
ser l’équation par les facteurs F(b) — F(a) et F'(é), ce qui con- 
duit à la formule de Cauchy. 

Remarqne. — Si F’(x) ne s’annule pas pour x > a et < b, 
la condition 1° est évidemment vérifiée, mais la condition 2° le 
sera aussi, car si F(b) était égal à F(a), la dérivée s’annule- 
rait en un point intermédiaire en vertu du théorème de Rolle. 

La formule des accroissements finis n’est qu’un cas particu- 
lier de celle de Cauchy. Il faut faire F(x) = x, ce qui est per- 
mis, puisque la dérivée, F'(x) = 1, ne s’annule pas. 


67. Théorème. 


Si f'(x) est continue dans l’intervalle (a, b) 
et que l’on désigne par x et x+h deux points de cet intervalle, 
à tout nombre positif : correspond un nombre à tel que l’on ait 


FAT LINE L 
f(x + À ANS | RE Net 


Par la formule des accroissements finis, le premier membre 
se met sous la forme 


| FC + 6h) — f(x) |: 


Mais on peut supposer l’oscillation de la fonction continue f” 
moindre que < dans tout intervalle < 0 (n° 27, IV), auquel cas 
cette différence est a fortiori < &. 
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Réciproquement, si Af : Ax converge uniformément vers sa 
limite f'(x), cette dérivée sera fonction continue de x dans 
l’intervalle (a, b). 

Montrons, en effet, que l’accroissement de f(x) peut être 
rendu inférieur à tout nombre donné 3e, à condition de ren- 
dre l’accroissement de x suffisamment petit. 

Prenons d’abord À assez petit pour que l’on ait, quel que 
soit x, 


pes = PER I RE E 3,00 0 fr fe 


Donnons ensuite à x un accroissement (positif ou négatif) 
suffisamment petit pour que le rapport [f(x + h) — f(x)] : À, 
qui est fonction continue de x, varie au plus de € ; alors, 
comme varie au plus de 2e, f'(x) variera de 3e au plus. 


68. Théorème. 


Si f(x) est continue et dérivable dans 
l’intervalle (a, b), f(x) ne peut passer d’une valeur à une 
autre dans cet intervalle Sans passer par toutes les valeurs 
intermédiaires (DARBOUX). 

Considérons d’abord le cas où f'(a) et f'(b) sont de signes 
contraires; je dis que f’(x) s’annule entre a et b. En effet, soit, 
pour fixer les idées, f'(a) > 0 et f'(b) L 0; la plus grande 
valeur de f(x), ne pouvant être atteinte ni en «a ni en b, le 
sera en un point intermédiaire £, où l’on aura donc f'(£) = 0 
(n° 60). 

Passons au cas général. Soit À un nombre compris entre f’(a) 
et f’(b) ; la fonction f(x) — Ax a ses dérivées de signes con- 
traires aux points a et b. Donc il existe un point intermédiaire 
tel que f’(£) — À = 0 et, par conséquent, f'(£) = A. 

Il est à remarquer que la propriété énoncée dans ce théo- 
rème appartient aux fonctions continues (n° 27, VI) mais ne les 
caractérise pas. 


S 3. Dérivées et différentielles successives 


69. Définitions. — Soit y — f(x) une fonction univoque 
d’une variable réelle x, ayant une dérivée dans un intervalle. 
Si cette nouvelle fonction, y’ — f’(x), admet une dérivée en un 
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point x, on représente cette nouvelle dérivée par l’un des sym- 
boles y”, f(x) ou D°y et on l’appelle la dérivée seconde de y. 

De même, la dérivée troisième est la dérivée de y”. Elle se 
désigne par y”, f””", D'y. On continue ainsi de suite : la dérivée 
d'ordre n est la dérivée de celle d’ordre n — 1 et elle se repré- 
sente par y, f@(y) ou D'y. 

Si, pour définir les dérivées successives au point «a, on ne 
tient compte que des valeurs de x qui sont ÿ a, on obtient les 
dérivées successives à droite du point «a ; on obtient celles à 
gauche si x < «a. 

Il faut observer que, d’après ces définitions, l'existence d’une 
dérivée finie D''y au point x exige celle d’une dérivée D" 
finie et déterminée aux environs de x et continue en ce point, 
donc la continuité des dérivées d’ordre moindre aux environs 
du même point. 

Les dérivées successives des fonctions rationnelles d’une 
variable complexe se définissent comme quand la variable est 
réelle. Il n’y a pas lieu de nous arrêter davantage à cette géné- 
ralisation. Revenons aux variables réelles. 

Si dy est différentiable, sa différentielle est la différentielle 
seconde de y et se désigne par d°y. Cette nouvelle différen- 
tielle dépend de la relation que l’on veut établir entre la 
variable x et sa différence Ax ou dx. Si cette différence est la 
même pour toutes les valeurs de x et la même encore dans les 
différentiations successives, elle doit être traitée comme une 
constante et l’on a 


d'y = d.f'(x) dx = f(x) dx’. 
De même, la différentielle troisième d°y est celle de d°y, 
dy = d.f"(x)dx? = f(x) dx, 
et ainsi de suite. En général, 
dry = f(x) dx. 
On tire de là 


AO): PAIE LLY 


de 


r(n) nn Lie 


, = AOC 
dx HS dx" 


Donc la dérivée n°" d’une fonction est le quotient de la 
différentielle ne de la fonction par la puissance n?"e de la 
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différentielle de la variable prise constante par rapport à x, 
ce qui fournit une nouvelle manière de représenter cette 
dérivée et celle qui est Le plus généralement employée. 

Remarque. — La condition que dx soit constant par rap- 
port à x n'empêche pas que dx puisse varier à un autre point 
de vue. Ainsi on peut faire tendre dx vers 0, pourvu que ce 
soit pour toutes les valeurs de x en même temps et de la même 
manière. 

70. Des différences finies. — Si l’on donne à x un accrois- 
sement Ax, la fonction continue f(x) prend un accroissement 


Af(X) = f(x + Ax) — f(x), 
que nous appelerons difjérence première de f(x). 
La différence de la différence premiere est la différence 


seconde, elle se représente par A*f(x) et ainsi de suite. On 
prend la différence Ax indépendante de x, de sorte que 
A'f{x) = f(x + 24x)— 2f(x + Ax) + f(x), 

Af(x) = f(x + 34x)— 3f(x + 2x) + 3f(x + Ax) — f(x), 
et ainsi de suite. 

Il existe, entre ces différences successives et les dérivées 
successives de f(x), une relation importante que voici : 

(1) Anf(x) = Ax'"f(x + ÜnAx) ARMES 

Elle suppose f((x) déterminée entre x et x + nAx (limites 
exclues) et f(—D(x) continue dans cet intervalle entier. Nous 
appellerons cela les conditions d'ordre n. Pour n = 1, la for- 
mule est exacte : c’est celle des accroissements finis. Pour 
l’établir en général, il suffit donc de l’étendre de l’ordre n — 1 
à n. À cet effet, remarquons que les conditions d’ordre n pour 
f(x) entrainent celles d’ordre n — 1 pour la fonction 


Af{x) = f(x + Ax) — f(x). 
Appliquons-lui donc la formule (1) pour l’ordre n — 1, nous 


trouvons 
(2) Anf(x) = AxMI[f@-D(x + Ax + Ü[n — 1]Ax) — 
fa—U(x + O[n — 1]Ax)]. 


Transformons enfin la différence entre crochets par la for- 


DÉRIVÉES ET DIFFÉRENTIELLES SUCCESSIVES 73 


mule des accroissements finis (dont l’emploi est légitimé par 
les conditions d’ordre n), nous obtiendrons la formule (1). 

La formule (2) conduit à un autre résultat important. Les 
conditions d’ordre n — 1 qu’elle suppose auront lieu pour 
| Ax | suffisamment petit si f((x) a une valeur déterminée et 
finie. On a, dans ce cas, par définition de f(x), les & tendant 
vers O0 avec Ax, 


fo + As + fn — LJAx) — 0x) 
= (1 + On — 6) Axfi(x) + e'Ax, 
HD de O[n ends 1] Ax) en AURDUX) 
= (On — 0) Axf((x) + e’’Ax, 


et, en substituant dans (2) la différence de ces deux quantités, 


Anf(x) = Ax"[fOU(x) + € — e"], d’où lim oi = f(x). 
Ax—Ù 
Donc la dérivée ni", supposée finie et déterminée en un 
point, est la limite du rapport de la différence n°" de la 
fonction par la puissance nie de la différence de la variable, 
quand cette différence (supposée indépendante de x) tend 
vers zéro. 


71. Dérivées n° des fonctions élémentaires. — La déter- 
mination d’une dérivée d’ordre quelconque pour une fonction 
élémentaire ou composée, ne peut présenter d’autre difficulté 
que la longueur des calculs si cet ordre est donné numérique- 
ment. Mais si l’on veut exprimer la dérivée n°" en fonction 
de n, n restant arbitraire, le problème est plus difficile. Toute- 
fois, pour quelques fonctions élémentaires, la solution est 
simple. | 

I. On a Dxt= ax ; on en tire successivement 

D°x® = a(a — 1) xt? 


D'xt = a(a — 1)... (a— n + 1) x. 


Supposons a entier et > 0 ; cette dérivée se réduit à la con- 
stante a ! si n = «, et elle est nulle si n > a. Donc La dérivée 
nine d'un polynome de degré << n est identiquement nulle. 
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IT. De DLog x = x—!, on tire, par la règle précédente, 
D? Log x = DMtx 1 = (—1)(—2)..(—n+1)xr 


n — 1)! 


D" Log x =: (— 1)" Re 


III. La formule DA* = A* Log A donne 


Dr Ax = A*(Log Aj)', Diese 
INAOn ra DS R = C0 CSI (s + n 


2 
Des 1 (x +n :) 


V. On a, de même, 


D cos x — cos (x an 5) Drcos x =/cos (x ail :) 
170 D — À loi 
VI, On a D'arctg x = ————— : donc 
l & 1 Eux 
l 


Drarcté = Der 22 
5 1.255" 


Mais on a, en introduisant les imaginaires, 


Î ri Î il 
1 + x° DLAX — LINXENNT 


Al 1 1 1 
n—1 AT pate [US VE ler Fetes SR EE 
pere ur A ESS a 1 (x + " 


On se débarasse des imaginaires en posant 


= 4 2 
x —i= p(cos® —isine) PETER 
| | © = arccotx; 
il vient, par la formule de Moivre, 
1 cos n® + i sin no Î cos n9 — i sin nc 
DEEE RPG = ] = ——————— ——————————————— +, 
(x de 1) po" (x + AL op" 
Par conséquent, 
L n—1)! . 
Det © = (— 1) TA sin n9%, 


n 


VAR 


de, 


(— 1} (n — 1)! 


n 
‘a 


Dr'arc tg x — sin (n arc cot x). 


(HE) 
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Remarque. — Le calcul des dérivées n°‘ peut être rat- 
taché à la formule de Taylor. On-en trouvera des exemples 
dans le chapitre suivant. 


72. Dérivée n°" d’un produit. Formule de Leibniz. — Si 
l’on dérive deux fois le produit uv de deux fonctions de x, il 
vient successivement 


D.uv = 6 Du + u De, 
Due = 6D°'u + 2 Du.De + uD°e. 


Chaque terme de ces deux premieres dérivées et aussi des 
suivantes, est le produit d’une dérivée de u par une dérivée 
de v, en regardant u et v eux-mêmes comme des dérivées 
d'ordre 0. Dans la dérivée première Du, la somme des indices 
de dérivation est égale à 1 dans chaque terme ; dans la dérivée 
seconde, elle est égale à 2 ; on voit de suite qu’elle sera égale 
à n dans la dérivée n'°"e, On peut donc poser 


(1) Dray = ASuDio FA DuD to + A DiuDr 20 + 


les lettres À désignent des coefficients numériques à détermi- 
ner. À cet effet, soit « une constante indéterminée ; posons 


u — e%, DEEE d’où up = el+ax, 
Duc —_ (1 + a)" et+ax, 
DÉTENTE =ta eee 


Substituons ces valeurs dans l’équation (1); elle devient, 
après suppression du facteur commun ett+%x, 


(1 CE a)" = À, + Aa + Aus + ose 


Donc, x étant une indéterminée, les coefficients A,, A,, A,,... 
sont ceux de la formule du binome. On peut ainsi donner à 
l'équation (1) la forme symbolique suivante : 


D'uv — (Du + Do). 


Mais il faudra observer les conditions suivantes dans le 
développement du second membre : on écrira Du et De dans 
tous les termes, même dans les termes extrêmes où l’un d’eux 
reçoit l’exposant 0 ; 2° on remplacera ensuite Dur par Dru, Dot 
par De et enfin, Du par u et D‘e par 6. 


76 CHAPITRE I. FONCTIONS EXPLICITES D’UNE VARIABLE 


73. Propriétés des dérivées d’une fonction rationnelle. 
— Soit z une variable complexe ; une fonction rationnelle, 
P (3) 
[AN ERP 
Q (3) 
est le quotient de deux polynomes P et Q sans racine com- 


mune. Soit a une racine de degré m de P, nous disons que 
c’est une racine de degré m de f(z). Nous avons alors 


f() = (— a)" (2), 
et (3) est une fonction rationnelle, finie et non nulle pour 
3 = «a. Dérivons ; il vient 

fe) = (GG — a)" [me(z) + (2 — a)e'(z)]. 

La quantité entre crochets est une fonction rationnelle qui ne 
s’annule plus pour 3 — «a ; d’où le théorème suivant : 

I. Toute racine de degré m d’une fonction rationnelle f(2) 
est une racine de degré (m — 1) de sa dérivée ; en particulier, 
une racine simple de f(2) ne sera plus racine de sa dérivée. 

Si l’on applique ce théorème, de proche en proche, aux 
dérivées successives de f (3), on est conduit à la regle suivante : 

IT. Toute racine de degré m de f(z) est commune à f(2) et à 
ses m— 1 premières dérivées. Réciproquement, toute racine 
commune à f(z) et à ses (m— 1) premières dérivées et qui 
s'annule par la dérivée d'ordre m, est une racine de degré m 
de f(2). 

Ces théorèmes jouent un rôle important en algebre, dans le 
cas particulier où f(2:) se réduit à un polynome. 


CHAPITRE II 


Formule de Taylor. Applications diverses 


S 1. Formules de Taylor et de Maclaurin 


74. Formule de Taylor. — Soit f(x) une fonction continue 
et univoque d’une variable réelle x. La formule de Taylor a 
pour objet de développer f(a + h) suivant les puissances suc- 
cessives de À jusqu’à un certain ordre donné n, et cela sous la 


forme suivante : 


À FU + M = FO + TO 3 l'O + 


Se | POPE Rue fo—D(a) + k" M 

| (n — 1)! 11 11e 

Il faut supposer les dérivées de f(x) finies et déterminées au 
point «a jusqu’à l’ordre n — 1, alors cette formule définit la 
quantité M en fonction de h supposé différent de 0. 

Le plus souvent À peut avoir un signe quelconque dans la 
formule (1) et les dérivées successives de f(x) sont supposées 
uniques au point a. Maïs si h est exclusivement positif, la 
formule ne suppose que l'existence des dérivées successives à 
droite au point a, et il doit être entendu que f’(a), f'(a),… 
sont alors des dérivées à droite. Ce seraient, par contre, des 
dérivées à gauche si h était exclusivement négatif. 

La loi de formation des termes du développement n’est nul- 
lement arbitraire. Elle est choisie de façon que le polynome 
de degrén—lenh 

h"—1 
FCO + RO + + PO + + lo) 
et ses n — 1 premières ee. coïncident respectivement, pour 
h = 0, avec f(a + h) et ses n — 1 premières dérivées, IL est 
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donc naturel de considérer ce polynome comme donnant une 
valeur approchée de f(a + h) et d’étudier cette approximation. 

Le développement de Taylor pour l’ordre n se caractérise 
par la propriété suivante, dont l’énoncé se précise en tenant 
compte de l’observation précédente sur le sens des dérivées. 

THÉORÈME. — Quand h positif tend vers 0, la quantité M 
définie par la formule (1) tend vers la dérivée à droite f (a), 
finie ou infinie, mais supposée existante. 

1° Supposons d’abord f((a) finie. Soit s un nombre positif ; 
formons la fonction de À : 


eh) = fa) + Po) +2 + Fa) + €] = fa + h). 


Cette fonction et ses n — 1 premières dérivées (à droite) sont 
nulles au point h — 0, tandis que l’on a, pour sa dérivée nie 
(à droite), &00(0) — e © 0. Donc, pour À positif et suffisamment 
petit, @M—-D(h) est > oût-1(0) et, par conséquent, positif ; 
auquel cas 2%-?%(h), étant croissant, est positif (n° 65), et ainsi 
de suite de proche en proche jusque &(h) © 0. Au contraire, 
tout cela devient négatif si l’on remplace & par — €. D'ou il suit 
que, pour À positif assez petit, f(a + h) est compris entre les 
deux expressions : 


/ h" 
f(a) —- fo) + oo. + _ [ft (a) ii e| 


et, par suite, M est compris entre f(" (a) +e. Donc, & étant aussi 
petit que l’on veut, M a pour limite f(V(a) quand À positif tend 
vers (0. 

2° Si f(M(a) = — ©, soit À un nombre négatif arbitraire et 
formons la fonction : 


e(n) = fa) + À fa) +2 A je +). 


Nous aurons encore &(0)— À — f(a) > 0, de sorte que les 
dérivées d’ordre moindre et £(h) lui-même sont de nouveau 
positifs pour À positif infiniment petit, auquel cas M est < A. 
Donc M devenant inférieur à tout nombre assignable quand À 
positif tend vers 0, M tend vers — x. De même M tendrait 
vers + si telle était la valeur de la dérivée à droite f(a). 
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Ce cas se ramène d’ailleurs au précédent en changeant le signe 
de f(x). 

Si l’on suppose À négatif dans la formule (1), le théorème 
précédent est évidemment remplacé par le suivant : 

Quand h négatif tend vers 0, la quantité M tend vers la 
dérivée à gauche f'V(a), finie ou infinie, mais supposée exis- 
tante. 

UNIGITÉ DU DÉVELOPPEMENT. — Quand ftU(a) est finie, la 
formule de Taylor exprime f(a + b) par un développement 

SNS POS TS LE PE ET PT Lt PL FOUR 
où les À sont des constantes par rapport à h et où M (qui, lui, 
dépend de À) est borné quand À tend vers 0. 

Un tel développement n’est possible que d’une seule ma- 
nière, donc par la formule de Taylor. 

Supposons, en effet, qu’il y ait deux développements ana- 
logues du même ordre : 


NN ER EMA a Hd ht me, 


Nous allons montrer qu’ils sont identiques terme pour terme. 

Faisant tendre h vers 0 et observant que M et m sont bor- 
nés, il vient d’abord À, = a,. Supprimant ces termes égaux 
divisant par h et faisant encore tendre h vers 0, il vient 
A, = «,, etc. 


15. Reste de la formule de Taylor. — Le dernier terme de 
la formule (1), lequel en a n avant lui, s'appelle le terme com- 
plémentaire ou le reste de la formule, et il se désigne par R;. 
La formule (1) devient ainsi 


n—1 
R ÉO(a) + Ra 


@) +R) = FO + TO + + 


et nous avons une premiere expression R, 
h" 


RER M 
n | 


Nous savons seulement que M tend vers f("(a) quand h tend 
vers 0, el ceci ne suppose aucune autre condition que la seule 
existence de f((a). Nous voyons bien ainsi que R, est un 
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infiniment petit de l’ordre n par rapport à À quand f("(a) est 
fini, et ceci caractérise le développement taylorien. Mais ce 
premier résultat ne donne aucun renseignement sur la gran- 
deur de R, pour les valeurs finies de h. Il y a donc lieu de 
chercher de nouvelles expressions de R, capables de rendre 
cecservice. 

I faut, pour cela, imposer à la fonction à développer de nou- 
velles conditions plus restrictives. Nous supposerons que 
f(x) est continue dans l’intervalle de a à a + h (limites 
comprises) et que f(x) est seulement déterminée dans cet 
intervalle (limites exclues). 

Avec ces conditions, on peut, comme nous allons le démon- 
trer, donner à R, l'expression suivante, connue sous le nom 
de reste de Schloemilch : 
hn(1i — 6)» 
(n — 1)! 
où p est un nombre positif arbitraire < n, et 0 un nombre 
compris entre 0 et 1. 


(3) Rh — ms LT (a + Üh), 


Pour établir cette formule, on définit un nombre P par la 
condition 
hrP = R,, 
où R, est défini par l’équation (2). On fait a + h = bet l’on 
considere la fonction de x : 


HO 
FnÈTE — 1)! 


Cette fonction continue prend la même valeur f(b) ou f(a+h) 


f(x) Er Aie) En f(x) + (b — x)rP. 


pour x = a et x = b ; donc sa dérivée (qui est existante) : 


(b— x)" 1 

(n — 1)! 
s’annule au point intermédiaire £ — a + Üh, en vertu du théo- 
rème de Rolle. De là, la valeur de P : 


DRE HR) 
Fe (n 1) 1 Lo 0 (a + 6h), 


qui, substituée dans h?P, fournit la valeur (3) de R;. 


f(x) — p(b — x) TP, 
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On considère surtout deux cas particuliers : 
Sin — p, on obtient le reste de Lagrange : 


Re pe) (a + 6h). 


Si p = 1, on obtient le reste de Cauchy : 


al Een: rfi 
n—1)! 


Lorsque f(x) est indéfiniment dérivable, on peut se donner 


R, ra fv(a 4 A). 


n à volonté et, par conséquent, reculer R, aussi loin qu’on le 
veut. Lorsque ce dernier terme peut être rendu suffisamment 
petit à condition de choisir n assez grand, la formule de Tay- 
lor donne un procédé commode pour évaluer approximative- 
ment les fonctions. Nous en donnerons des exemples un peu 
plus loin comme application de la formule de Maclaurin. 

Lorsque le terme complémentaire tend vers zéro quand n 
tend vers l'infini et que l’on prolonge la formule indéfiniment, 
le dernier terme disparaissant à la limite, on obtient l’expres- 
sion de f(a + h) en série illimitée convergente. Le développe- 
ment des fonctions en série illimitée de Taylor est d’une 
extrême importance, mais nous ne possédons pas encore les 
ressources analytiques nécessaires pour traiter commodément 
cette question. Nous y reviendrons à la fin du volume quand 
nous aurons exposé la théorie des séries. 


LARG 
peut remplacer dans la formule (2) la variable À par x — a ; 


76. Expressions diverses de la formule de Taylor. 


l’équation devient ainsi, en écrivant le reste de Lagrange, 


| f(x) = f{a) + == fa) + De Di "(0 si 
(4) \ tas n—1 ÇC — re 
D ” ct, Ro () + (x à te fola + ü(x pr a)| 


Cette formule suppose f(x) continue de a à x limites 
comprises, et f(U(x) déterminée entre a et x seulement. 
2° On peut aussi remplacer a par x dans la formule (2), puis 


6 
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faire passer f(x) dans le premier membre. On trouve, avec le 
reste de Lagrange, | 
h°—1 


FES +R) — 169 = PO + 2 + POS 


h" "(n) (+ 
FM f(x + ih). 


Supposons que l’on prenne dx — h ; les termes successifs du 
second membre ne différeront que par les factorielles des 
différentielles successives de f(x). Quant au premier membre, 
c’est l’accroissement Af(x) qui correspond à l’accroissement 
arbitraire dx de la variable x. La formule précédente peut 
donc s’écrire comme il suit : 


HR f(x) d"1f(x) | [d"f(x) 
CRE) 17 01 NS a + [SES 


Elle donne l’expression de laccroissement fini Af(x) par 


x+6dx 


un développement qui procède suivant les différentielles suc- 
cessives de f(x). Seulement, dans le dernier terme, on doit 
remplacer, ainsi que la notation l'indique, la variable x par 
x + dx. La formule (5) donne l’expression la plus condensée 
du développement de Taylor et, comme on le verra plus loin 
(n° 116), la plus générale. 


77. Formule de Maclaurin. 


C’est un cas particulier de 
celle de Taylor. On pose a = 0 et h = x dans la formule (2) ; 
il vient 


f(x) = f(0) 


an —1 


X key X° 11 , (n— 
RERO Sen ONE 


Le reste R, peut recevoir la forme de Schloemilich : 


XL — 6} 
R: = a)(( 
{n—1)!p F2); 
ou les formes particulières de Lagrange et de Cauchy : 
x. x (A Ho D) 1e 
KR? = — f00(0: ; n "G(Ux). 
æt (54 ù (n — 1)! ÉAUE) 


Cette formule suppose f®—D(x) continue de 0 à x et f(x) 
déterminée entre 0 et x. Le nombre 0 est compris entre 0 et 1. 
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Lorsque les dérivées de f(x) sont déterminées et continues 
jusqu’à un ordre quelconque, il arrive souvent que le dernier 
terme, qui est seul inconnu, peut être rendu aussi petit qu’on 
le veut en donnant à n une valeur suffisamment grande. Dans 
ce cas, la formule de Maclaurin fournit un procédé commode 
d'évaluation de la fonction f(x). Nous allons en montrer des 
exemples. 


78. Application de la formule de Maclaurin à quelques . 
fonctions élémentaires. — I. EXPONENTIELLE e*. — Faisons 
f(x) = e* dans la formule de Maclaurin ; les dérivées repro- 
duisant la fonction, f9(0) — 1 et nous obtenons, avec le reste 
de Lagrange, 

2e AO x SLT 


nu Un D 


Quel que soit x, ce reste tend vers 0 avec x": n! quand n 
tend vers l'infini, car la factorielle n ! croit infiniment plus 
vite que la puissance x”. Pour nous en assurer, mulliplions 
entre elles, facteur par facteur, deux factorielles n ! où les 
facteurs seront rangés dans l’ordre inverse ; (n !)° sera le pro- 
duit de n facteurs de la forme 


pa—p+li)=pn—-p)+pn—-p+p=n. 
Donc (n !)* est > n'etn!est > (Vn"). 
Pour x — 1, on trouve la formule propre au calcul de e : 


2 DE ER RS 1e 

| 1,1050)Ves {n—1)! nl! 
Le dernier terme est << 3 : n ! (puisque e est <[3) et devient 
aussi petit que l’on veut, à condition de prendre n assez grand. 
Donc la formule permet de calculer le nombre e au degré 


d’approximation que l’on désire. 


Remarque. — Si l’on multiplie les deux membres de la for- 
mule précédente par (n — 1) !, on en déduit 
et 
(n — 1)! e = nombre entier + En 


Cette relation prouve que e est irrationnel, car si e était 
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rationnel, il serait le quotient, p : q, de deux entiers et le 
premier membre de la relation serait entier pour n > q, tan- 
dis que le second est fractionnaire pour n > 3 (donc a fortiori 
> e°). 

IT. EXPONENTIELLE A*. — En changeant x en xLogA dans 
‘la formule précédente, on trouve 


x Log À ne (x ln ka (xLog A) 
1 (n — 1)! n | 


IT. Foncrion sin x. — Si f(x) = sin x, on a (n° 71) 


AX _—_ exLog AE 1 + AÛx. 


f(x) = sin (x IL =) 


Pour x = 0, les valeurs de f(x) et de ses dérivées successives 
forment la suite périodique à quatre termes : 0, 1,0 — 1 0/4 
0, — 1 ;... Donc, si l’on suppose n — 2k + 1 dans la formule 
de Maclaurin et que l’on y substitue la valeur 


fek+D(Gx) = sin x + (2k +1) a — (— 1)f cos Üx, 


on trouve, en écrivant le reste de Lagrange, 


X X° x° x2k—1 
wc HAE SAN RER ECRRE DEEE? 
121310 510 ed Nes 


Fu ps Lys x2k+1 
(2k + 1)! 


Comme dans le cas de l’exponentielle, le reste a pour 


Sin X — 


cos 0x. 


limite 0 quand k augmente indéfiniment. Donc sin x est déve- 
loppable en série illimitée de Maclaurin pour toutes les 
valeurs de x. 

IV. Foncrion cos x. — Si f(x) = cos x, on a (n° 71) 


f(x) = cos (x ce 41 5) 


Pour x — 0, les valeurs de f(x) et de ses dérivées succes- 
sives forment la suite périodique à quatre termes : 1, 0, — 1, O, 
etc. Prenons donc n — 2k dans la formule de Maclaurin, et 
faisons la substitution 


T 


— (— 1x : 
4 (— 1}F cos 0x, 


fÉR(Bx) = cos fix + 2k 
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il vient, avec le reste de Lagrange, 


ie ET de 
Re mire Dr, A AE ne 
cos x = Î CEE + (— 1) GK — 21 
XX 
+ (—1) DEN 0x. 


Le reste a pour limite 0 quand k augmente indéfiniment. 


V. Foncrion Log (1 + x). — Prenant f(x) — Log (1 + x), 
Dar!) 


1 (n — 1)! 
! =2: . (RANCE Î n—1 ë 
(x) 1 12 x [ (x) ( ) (1 +. X)" 
è X}) = x SENS ENTER _ A\n—2 2% +. 
FAI CORSA ES NORD AR 


Par la formule de Lagrange, on a 
= fase nl x TOURE & 
Ce) n Ç + x) : 
et par celle de Cauchy, 


dette: x" { 220 Aa 
Ge re er 1 + 6x F — x 


Ces formules supposent toutefois x > — 1, sinon les dérivées 
cesseraient d’être déterminées dans l'intervalle (x, 0) et la for- 
mule de Maclaurin ne serait plus applicable. Si x est positif et 
< 1, la formule de Lagrange montre que | R, | est < 1: n. 
Si x est négatif mais qu’on ait x > — 7 > — 1, la formule de 
Cauchy montre que | R, | est << r":(1 — r). Donc, dans ces 
deux cas, R, peut être rendu aussi petit que l’on veut en 
prenant n assez grand ; le développement peut servir à calcu- 
ler la fonction et la série illimitée est convergente. 

VI. Foncrion f(x) = (1 + x)". FORMULE DU BINOME. — On a, 
dans ce cas, 


f(x) = mm— 1)... (m—n +1) (1+x)""; 
on obtient donc le développement 


m — m(m—1) ,  m(m—1)(m— 2) 
(1 + x) RUE RE eme + 


TORRES a) eee 
LP CE PNR 


CA 


+ 
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Par la formule de Lagrange, on a 


m(m— 1)... (m—n +1) 


1n62 _ AU + 050) er 


et, par celle de Cauchy, 


m(m—1)...(m—n +1) 
1.2... (n — 1) 


RA = 


És n—l 
x (EL ai iym| 1 Ê | ë 


1 + 0x 


Si m est entier et positif et si l’on suppose n — m + 1, le 
dernier terme disparait, car le facteur (m — n + 1) s’annule. 
On retrouve ainsi la formule du binome de Newton étudiée en 
algéebre. Si m est fractionnaire ou négatif, le développement 
peut être poursuivi aussi loin qu’on veut, pourvu que x soit 
>> — 1. Cette condition est effectivement nécessaire pour que 
la dérivée f(x) soit déterminée dans l’intervalle (0, x) quand 
n est > m, de sorte que si elle n’était pas remplie, le dévelop- 
pement ne serait plus légitime. 

Quand la valeur absolue de x est 1, on voit, par la for- 
mule de Lagrange si x > 0, et par celle de Cauchy si x < 0, 
que R, tend vers 0 avec le facteur 

m(m—1)...(m—n +) e 
1.2... (n — 1) 


quand n tend vers l'infini. Ce facteur tend effectivement vers 
zéro, Car, quand on change n en n + 1, il est multiplié par la 


DO | m 


quantité 


n 


dont la valeur absolue a pour limite | x 


supposé <7 1 et 
devient, par conséquent, inférieure à un nombre positif k < 1 à 
partir d’une valeur suffisamment grande de n. Dès ce moment, 
la valeur absolue du facteur considéré décroit plus rapide- 
ment que les puissances successives de k, elle tend donc 
a fortiori vers 0. 


79. Extension de la formule de Taylor aux fonctions 
rationnelles d’une variable complexe. — Considérons une 
fonction rationnelle 
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P et Q désignant deux polynomes sans racine commune. Si & 
n’est pas racine de Q, la différence 


( 3—« , — 

fe — fa) + Po + ee + pe (a) 
est une fonction rationnelle de 3 ; elle s’annule ainsi que ses 
(n — 1) premieres dérivées pour 3 — a ; donc elle admet 3 = «4 
comme racine de degré n (n° 73) et elle peut se mettre sous la 
forme 


M désignant une fraction rationnelle finie pour 3 — «(n° 73). 
Il vient ainsi 


Fo REC n—1 ER n 
(fra) + re + re a + EN 


et la formule de Taylor se trouve étendue au cas où la 
variable est complexe. 


De plus, pour 3 = «a, on a encore lim M = f®(a), car, en 
comparant la formule (6) avec la formule analogue pour 
l’ordre n + 1, où M, sera l’analogue de M, on a 


REMARQUES. — 1° Dans la formule (6), le dénominateur de 
la fraction M est le même que celui de f (3), car il n’y a pas 
d’autre terme fractionnaire dans la formule. 

2° Si f(z) ou, plus généralement, si f(z) : (3: — a)" est une 
fraction proprement dite, M est aussi une fraction proprement 
dite. En effet, divisons tous les termes de la formule (6) par 
(3 — a)"; M sera égal à une somme de termes qui ont pour 
limite zéro et aura lui-même pour limite zéro pour 3 = %, ce 
qui ne peut avoir lieu que si M est une fraction proprement dite. 

3° Le développement de f(z3) suivant les puissances de (3— a) 
ne peut se faire que par la formule (6) moyennant la condition 
relative à M, car la démonstration faite au n° 74 s’applique 
aussi bien au cas actuel. 


87. Emploi de la méthode des coefficients indéterminés. 
Développement d’une fonction de fonction. — Dans bien des 
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cas, on se propose seulement de connaître la loi de formation 
des termes successifs de la formule de Taylor et l’on ne s’in- 
quiète pas de l’expression du dernier terme. Le théorème du 
n° 74 qui établit l’unicité du développement permet alors de se 
servir avec avantage de la méthode des coflicients indéter- 
minés. Proposons-nous, paï exemple, de trouver le dévelop- 
pement d’une fonction de fonction. 

Soit u — f(x), puis F(u) une fonction composée de x ; sup- 
posons connus les développements : 


F(u + k) — F(u) = A,k + A,k? +... + A, km + Mk, 
f(x +h)—f(x) = ah + ah? +... + an1 RAT + mr; 


nous allons en déduire celui de F(u + k) suivants les puis- 
sances de À dans l’hypothèse où k — f(x + h)— f(x). Pour 
cela, remplaçons, dans le premier développement, k par sa 
valeur tirée du second, il vient 


F[f(x 25 h)] v A F[f(x)] D A,(a,h de GE TUE “e .……) 
+ A,(a.h + ah? +...) 
HAS (LR DUREE 07 
Il suffit d’ordonner par rapport aux puissances de h jusqu’à 
la (n — 1ème pour obtenir le résultat demandé. Le terme com- 
plémentaire est de la forme M,h" où M, est un polynome 
(en h, M et m) qui ne présente aucun intérêt particulier. 


81. Détermination des dérivées n°", Dérivée nine d’une 
fonction de fonction. — Le développement de f(x + h) sui- 
vant les puissances de À et le calcul de f(x) sont deux pro- 
blèmes équivalents. En effet, cette dérivée s’obtient comme 
coefficient de h": n ! dans ce développement. 

Comme exemple, appliquons le calcul du numéro précédent 
à la détermination de la dérivée nine d’une fonction de fonc- 
tion. Soit F(u) cette fonction, u étant égal à f(x). La dérivée 
DKF(u) s’obtient donc en multiplont par n ! le coefficient de A" 
dans le second membre de la formule qui termine le numéro 
précédent. Ce coefficient peut se mettre sous la forme 


n 
D AKS%x, 
k=1 
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en désignant par 54 le coefficient de h" dans l'expression 


| (AR EI AS RE REY, 
de sorte que 


Os) 
| 
1 


k! AT 
= Ego Cu) Ga (as) 


La sommation s’étend à toutes les décompositions de k en 
une somme d’entiers positifs 
Le À ne + a + ... —- K, 
satisfaisant, en même temps, à la condition 
ax + 28 + JY +... = n. 

La dérivée D{ F(u) s’obtiendra donc, en multipliant ce coef- 
ficient par n ! et en remplaçant les quantités A et «a par leurs 
expressions sous forme de dérivées ; on trouve la formule de 
Faa pt BRUNO : 


DEF = EP (u)PE, 


BEM 


ne UD) Æ ND" |6 
SET ere —apen (1) (5 | Fa 


Donc P+ est un polynome en Du, D’u,... de degré k et de 
poids n, c’est-à-dire que la somme des indices de dérivation 


_ 


est n dans chaque terme. On n'obtient ce polynome sous 
forme explicite que dans des cas particuliers. (Voir les exer- 
cices qui suivent.) 


EXERCICES 


1. Dérivée nième de f(ex). — Soient ex — u et 


h? | 
k = ex+h — ex — eX(eh — 1) — ex (a+ 55 +) n 
il faut chercher le coefficient de han: n! dans 


RS 


fQu + R) — f(u) = +. 


Comme k renferme h en facteur hn ne se trouvera que dans les n 
premiers termes. Le coefficient de hr: n! dans 


TUIN 1 : 
( 15 SRE ur un 


km = emx (eh Æ- DUL — 1 emMx Cemr — me(tnm—1{)h + 
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s'obtient en développant séparément ces exponentielles. I sera de Ta 
forme Amemx, où Am est un coefficient numérique : 


m(m — 1) : 
Am = mn — m(m — 1)n + RELAIS (m = 2)n 


Donc le coefficient de An: n! dans f(u + k) — f(u) sera : 


‘ ne 
Dnf (ex) — —— ET emx fto(u). 
me 


,’ Q , " 2 
2. Dérivée nième de eax”, — On a 
2 22 2 o) ; 
CARE) EUX VeAX (eah(2x+h) — 1) 


ah (2x + h) RARE 
= ensè| 1 + ( 1 se + Ex + CRE —E 1| 


Cherchant le coefficient de An: n!, on trouve 


, n(n — 1 
Dneax° — es} (2xpr an + Lee (2x)n—2an—t 
n(n — 1) (n — 2) (n — 3) 
( 12 ( (2x)n—4an—2 LE ce |. 
—l 


(42 


3. Dérivée nième de e*, — On a 


a «a a ah 
eX+Fh XX —_ pX e X(X+h)__ 4 


«dt « Ne ‘ 
xl 1 ah a Lt 1 /ah\2 fret re 1 
10: mr ES dl = Fo 10 GE = OU 12%|* 
x x Re VON * %) | & 
On développe les puissances négatives par la formule du binome. 
Alors, cherchant le coefficient de ht: n!, on trouve 


«d a 

… — 1)n — 

Dre* — nr “| an +: See] (n se 1)xan—1 
fe — za 

(n — 1) (n — 2) x° 2qn—2 Le. |. 


4, Dérivée nième de f(x*). — Soit x — u ; on aura 


| n(n — 1) , 
Daf(e) = Ca) f@) + Cxpt FR (u) + ++: 
Cette dérivée s’obtient en remplaçant dans celle de eax° (Exercice 2) les 
puissances a par les dérivées successives de f(u) et en y supprimant 


le facteur eax*, On le justifie en observant que l’on a (n° 81) 


n 


Daf(x?) = È f&(u) Pr. 
1 


Comme Px est indépendant de f, on le détermine en choisissant 
f(u) — eau, auquel cas PK sera le coeflicient de akeau, 


{ { 
5. Dérivée nième de ie .— Méthode analogue. Soit x =u;on obtient 


L 
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AC 4 ’ «a Q 
la dérivée demandée au moyen de celle de e lx. 11 faut supprimer dans 


celle-ci (Exercice 3) le facteur e“/x et remplacer les puissances succes- 
sives de a par les dérivées successives de f(u). 

6. Dérivée nième de f(Log x). — Soit u — Log x; si la lettre D désigne 
des dérivées par rapport à u et si l’on convient d’effectuer les multipli- 
cations algébriquement, on a la formule symbolique : 


DD) DE) (0)! 


XI 


Dxf(Log x) — 
En effet, on a d’abord (n° 81) 
(1) Daf(Log x) — XPKkf (k)(u). 
Faisant, en particulier, f(u) — eau, ce qui ne change pas P%&, 
(2) Drea Logx — YPrakeau, 
Mais on a, d'autre part, 


(3) Drea Log x — [in xa — a(a —1)...(a — n + 1) xa-n 


eau 


— a(a — La — n + 1) xn i 


Le second membre de (1) se déduit de celui de (2) en supprimant le 
facteur eau el en remplaçant ak par DKf(u). Si, au lieu de faire ce chan- 
gement dans (2), on le fait dans (3), on obtient la formule à démontrer. 


S 2. Vraies valeurs des expressions indéterminées 


82. Définition. — Soit f(x) une fonction de variable réelle 
qui devient indéterminée pour x = «a ; on nomme raie valeur 
de cette fonction pour x — & la limite vers laquelle tend la fonc- 
tion quand x tend vers a. On devra d’ailleurs spécifier dans la 
définition si x tend vers a d’une manière quelconque, ou seu- 
lement par des valeurs > a, ou bien par des valeurs < «. 

Ainsi, par exemple, la vraie valeur desin x :xpourx—0est1, 
et x tend alors vers 0 d’une manière quelconque. La vraie 
valeur de xLogx pour x = 0 est 0, mais à condition que x 
tende vers 0 en restant positif (la fonction n’existant plus 
pour x négatif). 

La définition de la vraie valeur s'applique aussi aux fonc- 
tions rationnelles d’une variable complexe. Mais, sauf le cas 
particulier qui va être indiqué, nous supposerons dans tout 
ce qui suit que la variable est réelle. 


(Ù 
83. Forme es Cette forme se rencontre quand les deux 
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termes d’une fraction f(x) : F(x) sont des fonctions continues 
qui s’annulent simultanément pour x = a. La vraie valeur se 
détermine par lapplication d’une règle importante, connue 
sous le nom de règle de l’Hospital (”}), et qui consiste à sub- 
stituer au rapport des fonctions celui de leurs dérivées. Mais 
cette règle peut être présentée sous deux formes différentes ; 
la premiere est plus simple, mais la seconde se prête à des 
extensions que ne permet pas la premiere. 

PREMIÈRE RÈGLE. — Si les deux fonctions f(x) et F(x) s’an- 
nulent au point a, ainsi que toutes leurs dérivées successives 
jusqu’à l’ordre n — 1; si, de plus, les dérivées d'ordre n 
existent au point a mais n’y sont ni toutes deux nulles ni 
toutes deux infinies, la vraie valeur (finie ou infinie) de 
f(x) : F(x) au point a sera fM(a) : FM(a), c’est-à-dire que 

EE ut) 
ARE GO MNOE(ANE 

Cette règle résulte de la formule de Taylor et s’applique, 
par suite, aussi aux fonctions rationnelles d’une variable 
complexe. 

Si l’on pose x — «a + het qu’on développe f(a + h) et F(a + h) 
jusqu’à l’ordre n, les développements (n° 74) se réduisent à 


l h" | ke h'- | 
f (a + h) = Ti M F(a + h) — Ar M 


où M et M, ont respectivement pour limites les dérivées f((a) 
et F@(a) (supposées existantes) quand À tend vers 0. Il s’ensuit 


SAT (EE) RENE RC CE) 
ANNE RENE Sat, FG(a) 


Dans le cas des variables réelles, la formule précédente con- 
serve un sens, même si les dérivées d’ordre n sont différentes à 
droite et à gauche. Elle demeure vraie pour les dérivées à droite 
si h est positif, et pour les dérivées à gauche si À est négatif. 

Cette règle ne postule aucune autre condition que celles 
contenues dans son énoncé. Mais elle suppose a fini et ne 


() Le Marquis de l’Hospital, qui n’a d’ailleurs énoncé cette règle que 
sous forme géométrique et dans le cas le plus simple, l'avait empruntée 
à Jean Bernoulli. 
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s'étend pas au cas où a = æ. D’autre part, si F®(a) = 0, elle 
montre que la vraie valeur est infinie, mais le signe reste 
inconnu. Enfin elle ne donne rien si les dérivées n’existent 
pas au point «a. 


DEUXIÈME RÈGLE. Si f(x) et F(x) s’annulent au point a, 
la vraie valeur de f(x) : F(x) au point a sera la limite du 
quotient f'(x) : F"(x) pour x = a, pourvu que cette limite 
(finie ou infinie) soit déterminée. 

En particulier, si f'(a) : F'(a) est encore de la forme 0 : 0, 
la vraie valeur de f(x) : F(x) sera la même que celle de f(x) : 
F'(x) supposée déterminée. 

Cette règle subsiste quand on considère seulement les 
valeurs de x qui sont > «a, ou bien celles qui sont < a. 

Cette seconde regle est plus utile que la premiere, parce 
qu’elle laisse libre le choix du procédé à suivre pour trouver la 
limite du quotient des dérivées : suppression de facteurs com- 
muns, emploi de la première règle, application répétée de la 
seconde, etc. Elle résulte immédiatement de la formule de 
Cauchy (n° 66), qui, f(a) et F(a) étant nuls, se réduit à 


f(a+h) : f'(a + 6h) 
F(a. + h) F'(a + hf) (=) 


et il suffit d'observer que 0h est une même quantité dans les 
deux termes de la fraction, qu’elle a le signe de À et qu’elle 
tend vers 0 avec lui. 

Mais cette regle est soumise aux mêmes conditions que la 
formule de Cauchy sur laquelle elle s'appuie : 1° Les dérivées 
doivent être déterminées et finies au voisinage du point «a 
(celui-ci pouvant faire exception) ; 2° le quotient f(x) : F’(x) 
ne prend, quand x tend vers a, qu’un nombre limité de fois la 
forme 0 : 0 et, par conséquent, ne la prend plus à partir d’une 
valeur de x suffisamment voisine de a. 

Si le quotient f’(x) : F'(x) n’avait pas de limite déterminée 
quand x tend vers a, il ne faudrait pas en conclure que la frac- 
tion proposée n’en a pas, parce que, dans la formule de Cauchy, 
Üh tend vers O0 suivant une loi inconnue, et cette loi peut 
être telle que le second membre ait une limite, 
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Cas où 4 — æ©. — Lorsque l’existence des dérivées et les 
conditions précédentes subsistent quand x augmente indéfini- 
ment, la seconde regle reste applicable au cas où a == + & et 
au Cas Où 4 —— >. Ainsi, dans le premier cas par exemple, 
on a : | 


lim 1e) — Jim ——— 
x=e FX) FORT PISE: | 
Li 
x 
On est ramené au cas où «est fini. La regle s’applique et 
donne 
| EC 
en 
x X 1100) 
lim — = [im —— lim — 
X= +0 F à x=-10 15 F” 1 X= +-00 F (: ) 
“4 Xe % 
84. Forme %.— La règle de l’Hospital (deuxième règle) 


s'applique aussi à la détermination de la vraie valeur des 
fractions dont les deux termes croissent indéfiniment en 
valeur absolue pour une valeur particulière a de x. 

Cette règle, qui suppose l’existence des dérivées (sauf au 
point a), reste toujours soumise aux mêmes restrictions 
1° elle conduit à un résultat déterminé, fini ou infini ; 2° les 
dérivées des deux fonctions sont finies et ne s’annulent pas 
simultanément dans le voisinage de x = a. 

Pour démontrer la règle, considérons la fraction f(x) : F(x) 
et donnons-nous deux valeurs X, et x, suffisamment rap- 
prochées de a pour que les deux dérivées f’(x) et F’(x) soient 
déterminées dans leur intervalle et n’aient pas de racines 
communes (les deux valeurs x, et x seront donc du même 
côté du point a). Nous pouvons appliquer la formule de 
Cauchy, et il vient (£ étant intermédiaire entre x, et x) À 

f(x) — fo) _ f(x)  1—f():f(x) _ TE). 
F(x) — F(x;)  F(x) 1—F(x):F(x) FE) 
On tire de là 
fe) _ PE). 1— F6): FX) 
F(x) FE) M f(x) ft) 


Supposons, en premier lieu, que f'(x) : F'(x) ait, pour x = a, 
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une limite finie, A. Alors le second membre de cette équation 
peut être rendu aussi voisin que l’on veut de À, à condition 
que x soit suffisamment voisin de a. En effet, il se compose 
du produit de deux fractions, dont la première est aussi voi- 
sine que l’on veut de A et la seconde aussi voisine que l’on 
veut de 1. C’est ce que nous allons montrer. 

D'abord on peut rendre £ aussi voisin que l’on veut de à, à 
condition de prendre x, et x suffisamment voisins de «a ; alors 
la première fraction, f'(£) : F’(), est aussi voisine que lon 
veut de sa limite À et l’on peut faire en sorte que la diffé- 
rence soit << €. 

Ensuite on peut, sans cesser de satisfaire à cette condition, 
laisser x, fixe et faire tendre x vers a, alors les deux termes 
de la seconde fraction tendent vers l’unité, car f(x,) et F(x,) 
sont fixes tandis que f(x) et F(x) sont infinis. Donc la seconde 
fraction est aussi voisine que l’on veut de l’unité. 

Il resulte de la que f(x) : F(x) a pour limite À quand x tend 
vers «. | 

En second lieu, si le rapport des dérivées tend vers linfini, 
la formule que nous venons de discuter montre que f(x) : F(x) 
est aussi grand que l’on veut avec f'(£) : F'(6). La regle est 
encore exacte. 

REMARQUES. — 1° Si a = >, la règle de l’'Hospital (deuxième 
règle) reste applicable à la forme + : & dans les mêmes condi- 
tions qu’à la forme 0 : 0 et la démonstration est la même (n°83). 

2° L’application de la regle de l’Hospital à la forme % : 
peut paraitre illusoire, car si une fonction f(x) devient infinie 
pour une valeur finie «a de x, on sait que sa dérivée ne peut 
pas conserver une valeur finie quand x tend vers a (n° 64). 
Cependant cette regle est utile, parce que le rapport des déri- 
vées peut se prêter à des transformations qui mettent sa vraie 
valeur en évidence, tandis qu’il n’en est pas ainsi pour le rap- 
port des fonctions. 


85. Cas où la seconde règle est en défaut. — Une des con- 
ditions stipulées peut venir à manquer et l’application incon- 
sidérée de la seconde règle conduire à des résultats faux. 
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1° Le rapport des fonctions peut avoir une limite quand x 
tend vers a, sans que celui des dérivées en ait une. Tel est le 
cas pour les deux rapports suivants, le premier de la forme 
0 : O0 et le second de la forme % : w: 


X2S1n — 


. X : 
lim — = 0, lim 
LEA SITLUX Re x 


Les rapports des dérivées ne tendent vers rien, ce sont res- 
pectivement : 


RTL 1} 
2AX SIN COS 
se Le 1— cos x 


3 
cos X 1 


Toutefois, si les conditions de la seconde règle n’ont pas 
lieu, celles de la première sont satisfaites pour le premier 
rapport : les dérivées des deux termes sont 0 et 1 pour x = 0 
(n° 57) et leur quotient donne la vraie valeur, 0, de la fraction. 

2° Réciproquement, le rapport des dérivées peut avoir une 
limite sans que celui des fonctions en ait une. Le cas est plus 
are, mais en voici un exemple. Le rapport 


CT ACOS KES SIL) RE LEE 
e*(cosx+sinx) _  1+tgx 
prend la forme 0 : 0 quand x tend vers l'infini. Sa vraie valeur 
est indéterminée, car (1 + 2tg x) : (1 + tg x) varie indéfini- 
ment de +æà— x. Au contraire, le rapport des deux 
dérivées, 
no 64 SPC ae 


2 CT SIN X 7) 


a pour limite 0. La regle est en défaut, parce que les deux 
dérivées ont un facteur commun, sin x, qui s’annule une infi- 


nité de fois quand x tend vers o. 


86. Autres formes d’indétermination. Les autres formes 


d’indétermination les plus importantes sont : 


OO — ©» O0. et 0°, oo", LA 


La premiere se présente lorsque les deux termes de la diffé- 
rence f(x) — F(x) augmentent indéfiniment pour x = a; la 
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seconde, lorsque des deux facteurs du produit f(x). F(x), lun 
tend vers zéro et l’autre vers l'infini. Ces deux formes se 
ramènent immédiatement à la forme 0 : 0 ou à la forme + : æ 
par de simples transformations algébriques, en écrivant ces 
expressions sous forme de fraction. Dans le premier cas, on 
pourra toujours poser, par exemple, 


[(X) — FX) — (r Et = =) 


Quant aux trois formes exponentielles d’indétermination, 
on cherchera la vraie valeur de leur logarithme, lequel sera de 
l’une des formes déjà examinées. On sera donc conduit, dans 


tous les cas, à appliquer la règle de l'Hospital. 


87. Utilisation de la formule de Taylor. — Dans la plupart 
des cas où l’indétermination ne disparait qu'après un usage 
répété de la règle de l’Hospital, une application judicieuse de 
la formule de Taylor conduit plus rapidement au résultat que 
la règle en question. Ainsi, quand la fonction & (a + h) qui 
devient indéterminée pour h — 0 est composée au moyen de 
fonctions développables par la formule de Taylor, en substi- 
tuant à ces fonctions où à quelques-unes d’entre elles leur 
développement suivant les puissances de h et en supprimant 
les puissances de À qui se détruisent, on fait disparaitre lin- 
détermination et l’on obtient la vraie valeur cherchée. 

Voici un exemple. Si l’on remplace sin x par son dévelop- 
pement 

L X° X? 
SANT AMI VAE 
et que l’on supprime le facteur commun x*, on trouve 


.. .X— sin x 4 Î x 1 
He ee = 11m _— nes le ; 


X— (0 « x 5 ! D! 6 


EXERCICES 


À 0 ; 
|. Forme Ti 10 On a, x tendant vers zéro, 


ex — esinx ..  Xsin (sin x) — sin? x 
JUNE pee en nl lim x LT 
X — SIL X à CE 
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1 
._. tWgx—x AR RATE) TE e 
(Le nn ee LR ne ne Eee 
x — sin x x 2 
Li x — tg x { Li (a + x)* — ax il 
Re Oo 
ne se 3 ne a 
RDOB EP RSTEN ) LOE (LE ET 0) 
lim — = {. 
x(ex — 1) 
2, Forme œ — . On a, x tendant vers 0, 
1 2 1 LOS (LT x) 1 
. . D Es : 
lim =coix)= IMAERT Re eee 
x? ALES) x? 2 
\ La € 
Li L'ORPCOLES 1 li [rx — de T n° 
im | —— — - m — = — 
x _ ) 5) \ 2x? X(ETX — 1) 2 
3. Formez 0 : wo. 
è X— a , | ne 
lim x Log — _ —=—24 lim x e—ax = () 0) 
x=0 NAT x = +0 a => 
RD T { a 1 x ; | TX 1 
1 DNA COCO ME X|=— PURE oto: = — —° 
Es x cotg TX 5 im log a) 8 : 
X=«a 
X=— 
1 
4. Formes exponentielles d’indétermination : 
9 
0 1 . h . _ or 
00 limxx—1 17 lim (cos ax)cosec bx — e 
Xx= +0 X— (0) 
1 
! T x É 1 
lim (--—arcigx) —1 lim (tg x)t8 2x = — 
X = +00 te 9 e 
dit 
1 1 ñ 
EE . 2 = 
0 a, NU ; ig X\ x 
oo lim (+ x)" = 1 lim { : ) Pr 
X— + x—0 à 
1 a” 
lim (— Log x} = 1 lim (cos ax) = {1 \2 
im (— Log x)* — im (cos ax) X = | — 
2 
L : 0 L 2) X Ur 
lim (tg x})sin 2x — 1 lim} arcuig Xi 6 . 
DRE X=—+o | Æ 


9 
a 


9. Discuter l’application de la règle de l’Hospital (deuxième règle) aux 
exemples suivants, dans lesquels F(x), dérivée du dénominateur, a une 
infinité de racines : 


Li x? 00 + 

LEE TRE SEE Er 00 

x=o X—Sinx © 

Li e—ax 0 me M ARS SR 
LL 0 Im lu — 

x E7 2 Sin X = COS x) 0 DW(G EL) 

Li XÉTRSINIX COS 00 k 
IN >—— ———— —  —— —— — 

xzæ (% + Sin Xe0s x) esinx) co OUR 
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R. La règle s'applique au premier rapport, au second (seulement si 
a > 1). Elle ne s'applique pas au troisième (elle conduirait cependant 
à un résultat déterminé, 0). 


6. Montrer que, si les limites existent au second membre, on a (CAUcGHY) 


..… P(x) 
lim DNA Less ue [PCX + 1) — g(x)] 


X= +0 ù X=— 
ee XETRT 
lim p(x)* = lim PSreLE 
X— +00 X= +0 p(x) 


S 3. Maximés et minimés (”) des fonctions 


d’une seule variable 


88. Définitions. — Si f(x) atteint sa plus grande valeur 
dans Pintervalle (A, B) en un point a de cet intervalle, f(a) 
s’appelle le maximé (ou le maximum) de f(x) dans l’inter- 
valle (A, B). De même, la plus petite valeur, f(b), serait le 
minimé (ou le minimum). 

Si la valeur de f(x) est plus grande au point a qu’en tout 
autre point sufjisamment voisin, c’est-à-dire si l’on a, quel que 
soit le signe de h, sous la seule condition que | À | soit sufi- 
samment petit, 

f(a + h) — f(a) <0, 
f(a) s'appelle un maximé (un maximum) de la fonction, la 
fonction est maximée au point a et a est un maximant de la 
fonction. 

Si f(x) est plus petite au point a qu’en tout autre point suf- 
fisamment voisin, c’est-à-dire si l’on a, quel que soit le signe 
de À et sous la seule condition que | À | soit suffisamment petit, 


fa + h) — f(a) > 0, 
f(a) est un minimé (un minimum) de la 
fonction, celle-ci est minimée au point a 
et a est un minimant. 
Géométriquement, si l’on construit la 


courbe y = f(x), les maximés et mini- 


Fig. 2 


més correspondent aux points tels que 
M et M’ de la courbe (fig. 2), où l’ordonnée MP est plus grande 


(*) On dit aussi Maxima et Minima. Nous adoptons ici la terminologie 
de l'Encyclopédie des Sciences mathématiques. 
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et l’ordonnée M'Q plus petite que les ordonnées suffisamment 
voisines. 

Il importe de remarquer que, suivant ces définitions, un 
maximé où un minimé n’est pas nécessairement la plus grande 
ou la plus petite valeur de la fonction dans tout l’intervalle où 
x varie, mais seulement une plus grande ou une plus petite 
valeur dans un intervalle suffisamment petit, quelque réduit 
qu’il faille le supposer. Rien n’empêche done qu’une fonction 
ait plusieurs maximés et plusieurs minimés dans un inter- 
valle donné. 

On conjugue les verbes maximer et minimer. On dit extré- 
mer pour l’un et pour l’autre. Une fonction est extrémée si 
elle est maximée ou minimée. Un maximé ou un minimé est 
un extrémé (ou un extremum), etc. 


89. Théorème. — Les seuls points où f(x) puisse être extré- 
mée sont ceux où sa dérivée s’annule ou cesse d’exister. 

C’est une conséquence immédiate des remarques du n° 60. 
Si sa dérivée existe et n’est pas nulle, la fonction f(x) est 
croissante ou décroissante au point x et acquiert au voisinage 
de ce point des valeurs plus petites qu’en ce point : elle ne 
peut donc y être extrémée. 

On remarquera que les points où f’(x) s’annule sont ceux où 
la tangente à la courbe y = f(x) est parallèle à l’axe des x, 
comme on l’a représenté dans la figure 2. 

Supposons maintenant qu’il s'agisse de trouver les extré- 
‘mités d’une fonction f(x) dans un intervalle ou sa dérivée 
premiere existe. Les seules valeurs de x capables d’extrémer 
la fonction seront les racines de l’équation f(x) = 0. Soit a 
lune d’elles. Nous aurons par la formule de Taylor (n° 74) 
arrêtée au terme du second ordre 


f{a + h)— f(a) = EM. 


Supposons que f’(a) existe et soit différent de 0. Alors en 
vertu du théorème du n° 74, M tend vers f/(a) quand À tend 
vers 0. Donc M a le signe de f”’(a) pourvu que | À | soit sufli- 
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samment petit, même si f/(a) est infini, et f(a + h) — f(a) est 
du signe de f”(a) ; il y aura : 


maximé si f”(a) < 0, minimé si f”(a) > 0. 


Plus généralement, supposons que la dérivée d’ordre n 
existe au point a et soit la première qui ne s’annule pas en ce 
point. Développons f(a + h) — f(a) par la formule de Taylor 
jusqu’à l’ordre n (n° 74). Tous les termes sont nuls sauf le der- 
nier, et il reste 

[Lie 

f(a + h)—f(a) — FE M, 
où M tend vers f((a) quand À tend vers 0, et, par suite, a le 
signe de cette dérivée pour | À | suffisamment petit, même si 
cette dérivée est infinie. Alors f(a + h) — f(a) a le signe de 
h" f()(a), signe variable avec celui de À si n est impair (pas 
d’extrémé), invariable et le même que celui de f((a) si n est 
pair (minimé ou maximé selon que ce signe est + ou —). De 
là, la règle suivante : 


90. Première règle. — Pour trouver les extrémés d’une 
fonction continue f(x) dans un intervalle où sa dérivée existe 
et est finie, on cherche les racines de cette dérivée. Soit a 
l’une d'elles. On substitue cette racine dans les dérivées suc- 
cessives de f(x), Supposées existantes au point a, jusqu’à ce 
que l’on en trouve une qui ne s’annule pas pour x = a. Si 
cette dérivée est d'ordre impair, il n’y a pas d’extrémé ; si 
elle est d'ordre pair, il y a maximé si elle est négative, et 
minimé si elle est positive. 

IL n’est pas toujours nécessaire de calculer les dérivées 
seconde, troisième, etc... de f(x) pour décider s’il y a maximé 
ou minimé. D’autre part, la règle précédente ne s’applique pas 
aux points où la dérivée cesse d’exister. Voici une autre règle, 
dont l’emploi s’impose pour la discussion des cas où la dérivée 
première est discontinue pour x — 4&. 


91. Deuxième règle. Soit f(x) une fonction ayant une 
dérivée déterminée f'(x) dans le voisinage du point a (le point 
a lui-même pouvant faire exception). Supposons que f'(x) ait, 
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dans le voisinage du point a, un signe unique pour x < 4, et 
un signe unique pour x > &. Faisons passer x par la valeur a 
en croissant ; il y aura : 1° minimé au point a si f'(x) passe du 
négatif au positif ; 2° maximé si f'(x) passe du positif au néga- 
tif; 3° ni maximé ni minimé si f'(x) ne change pas de signe. 

En effet, f(x) est croissante ou décroissante selon le signe 
de f’(x). Dans le premier cas, f(x) diminue jusqu’à ce que x 
ait atteint la valeur a pour augmenter ensuite ; dans le second, 
f(x) augmente, tant que x est << a, pour décroitre ensuite ; 
enfin, dans le troisième, f(x) continue à croître ou bien con- 
tinue à décroître après que x a passé par la valeur a. 


REMARQUE. — En principe, la premiere regle est plus simple 
que la seconde, car elle n’exige que le calcul de valeurs 
particulières de certaines fonctions, tandis que la seconde 
demande létude de la manière dont varie une fonction. 
Cependant, en pratique, on rencontre le plus souvent des 
fonctions bien connues dont le mode de variation est familier. 
Aussi, dans bien des cas où la première règle est applicable, 


la seconde est encore plus expéditive. 


92. Maximés et minimés correspondant aux points de dis- 
continuité de la dérivée. — Si f’(x) est discontinue pour x=4, 
il peut y avoir extrémé de la fonction. C’est ce qui a lieu dans 
les deux cas suivants : 1° La dérivée f'(x) change de signe en 
passant par l'infini quand x passe par la valeur «a ; par 

| | exemple, f'(x) passe du positif au néga- 
tif; la courbe y = f(x) affecte, dans le 
voisinage de x = &, l'allure de la courbe 
AB dans le voisinage du point M (fig. 3). 
Le point M s'appelle un point de rebrous- 
sement et l’ordonnée MP est maximée. 


2° La dérivée saute brusquement d’une 

Fig. 5 valeur à une autre valeur de signe con- 
traire, par exemple d’une valeur négative à une valeur posi- 
tive ; la courbe y — f(x) affecte alors, dans le voisinage de 
x = &, l’allure de la courbe AB au point M' (fig. 3). En ce 
point la tangente passe brusquement d’une inclinaison à une 
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autre, de sorte qu’en réalité deux courbes viennent se réunir 
en M’ sous des inclinaisons différentes. Le point M’ est un 
point saillant et l’ordonnée M'Q est minimée. 


EXERCICES 
1. Maximés et minimés d’un polynome. Soit le polynome 
f(x) = À) xXm + À, xm—l + 20e 


On trouve ses extrémités en étudiant les changements de signes de sa 
dérivée (règle ID). Soient a,, &,,.. les racines réelles de degré impair de 
f(x) rangées par ordre de grandeur décroissante. On aura 


f'(R) = mA, xm—1 + ee — A, (x— a),À (x — a) MO(X)S 


les lettres À désigneront des entiers impairs et ®(x) sera nul ou positif, 
Supposons A, > 0 ; pour x = +, f'(x) est égal à + >, ensuite f/(x) 
change de signe chaque fois que x passe en décroissant par une des 
valeurs à@;,, &... Donc f(a,) est un minimé, f(a,) un maximé, et ainsi 
de suite alternativement. Si A, était négatif, l’ordre serait inverse. 


2. Maximés et minimés d’une fraction rationnelle. Soit f(x) = P : Q. 1H 
faut étudier les changements de signes de la dérivée (P/Q — PQ) : Q*? ou, 
ce qui revient au même, ceux du polynome P/Q — PQ/. On opère donc 
comme dans l’exercice (1). Les racines réelles d'ordre impair de ce 
polynome rangées par ordre de grandeur décroissante donneront alter- 
nativement : {° des minimés et des maximés si ce polynome a son pre- 
mier terme affecté d’un coeflicient positif ; 2 des maximés et des mini- 
més si ce coefficient est négatif. Une racine de degré pair de Q est une 
racine de degré impair de P/Q — PQ et elle rend f(x) infinie positive ou 
infinie négative, mais il n’y a pas d’inconvénient à considérer, par 
extension, une valeur semblable comme un maximé ou comme un 
minimé de la fonction. 


3. Montrer que la fonction (4 cos x + cos 2x) est maximée ou minimée 
en même temps que cos x. 

R. On a f'(x) — — 4sin x (1 + cos x). Les changements de signes de 
['(x) sont les mêmes que ceux de — sin x — D cos x. 


4. Avec trois côtés égaux former un trapèze d’aire maximée. 

R. Soit + l’angle à la base du trapèze. Il faut maximer sin @ (1 — cos +), 
d’où ® — 60°. Le trapèze est formé par trois côtés et la diagonale d’un 
hexagone inscrit. 


». Trouver sur une droite donnée OX un point P tel que la somme de 
ses distances à deux points donnés A et B soit minimée. 
R. Les deux droites AP et BP doivent être également inclinées sur OX. 


6. Etant donné un cône droit, on demande de le couper, parallèlement 
à la génératrice, par un plan tel que le segment parabolique résultant 
soit le plus grand possible. 
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R. Soient a le rayon de la base du cône, x la portion de ce rayon entre 


la génératrice et le plan sécant., On trouve x = a : 2. 


7. Dans un levier du second genre, pesant et homogène, quel doit être 
le bras de levier x de la puissance Q, pour que celle-ci soit minimée, le 
moment M de la résistance étant donné ? 

R. Soit g le poids de l’unité de longueur du levier. On trouve 
gx? = 2M,Q = )2Mg. 


8. Dans quel système de logarithmes peut-il exister un nombre égal à 
son logarithme ? 

R. Soit a le b2se du système. Il faut que x — loga x puisse s’annuler 
el, pour cela, que son minimé soit négatif. Ce minimé a lieu pour 
x — Loga e. La condition que le minimé soit négatif donne 


Dee LL AI00 2 


S 4. Décomposition d’une fraction rationnelle 


en fractions simples 


93. Objet de cette décomposition. — On appelle fraction 
simple une fraction dont le numérateur est une constante, et 
le dénominateur une puissance entiere et positive de (3 — à). 
Nous allons montrer, en nous servant du développement 
d’une fraction rationnelle par la formule de Taylor, que toute 
fraction rationnelle peut se décomposer en une somme de 
fractions simples avec addition éventuelle d’un polynome 
entier. Nous verrons, dans le calcul intégral, l’importance de 


cette décomposition. 


94. Formule de décomposition. — Soit à décomposer la 


fraction rationnelle 


Si ce n’était pas une fraction proprement dite, en effectuant 
la division, on la décomposerait en un polynome entier et une 
fraction proprement dite. Nous admettrons que cette opération 
ait été faite et que f(2) soit de degré moindre que F(3). 

Soient a, b,... lles racines réelles ou complexes de F(2) ; 
2, 5,... y leurs degrés de multiplicité respectifs. On a 


F(3) = (3 — a)* F(3) 
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F,(3) ayant toutes les mêmes racines que F(3) sauf la racine «. 
La fraction f(3) : F,(3), n'étant plus infinie pour 3 — «4, peut 


se développer par la formule de Taylor (n° 79) sous la forme 


(1) Fe D en Cd) Ag (2) ENT (2 a)? 
1 - 


d’où, en divisant par (3 — a)°, 
RÉ Ne Lee A Â 1 


RON UN (20) PNA 


(2) 


Le dernier terme M, est, comme on le sait (n° 79), une frac- 
tion proprement dite ayant pour dénominateur F,(2). Les 
termes RESCCMOENE sont des fractions simples. On est ainsi 


’ 


ramené à décomposer la fraction 


Pour cela, on recommence la même opération. On pose 
| F,(2) = (3 — D} F,(2), 
de sorte que F,(2) admet les mêmes racines que F(2) sauf les 
deux racines «a et b. En développant f, : F, suivant les puis- 
sie J . . 
sances de (3 — b) et en divisant par (3 — bb, il vient 
fé 
$ fe JUNE, EL NN A ondes 
M, = in ee ce Ds n+M 
Ps) {3h} (32 Dy- (z — h) 
et on est amené à décomposer la fraction rationnelle M,, qui a 
pour dénominateur F,(3). 
On continue ainsi de suite de manière à épuiser toutes les 
racines de F(3). Quand on arrive à la dernière, il n’y a plus 
qu’à décomposer une fraction proprement dite de la forme 


vu = _$U) 


G— 
et l’opération s’arrête, car, après avoir développé le polynome 
2(3) de degré << À suivant les puissances de 3 — [, on trouve 
L, L, 20} 


CLR L Le. + : : 
ÉCONOMIES (3 — 1) 


M — 


sans nouveau terme complémentaire 
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Substituons maintenant, de proche en proche, dans l’équa- 
7 

tion (1) les développements de M,, M,,... M, nous trouverons 

la formule de décomposition de f(3) : F(3) en fractions simples : 


(2) ps 47 À, A ARS. Aer 
FAN END AN ETES z— à 
B, 2e B, Fe dd me 
{G— D} (3 —b}=« 3 —b 
+ 
L, L, Dee 


si à He 4 
(SD CAE ADN | 


95. Unicité du développement. Valeurs des coefficients. — 
Le développement que nous venons d’écrire n’est possible 
que d’une seule manière, et ses coefficients peuvent se déter- 
miner sous forme de dérivées. Pour le montrer, définissons la 


fonction A(z) comme il suit : 
[G) 
LE L) 


(3) 


et multiplions la formule de décomposition par (3 — «a)t; elle 


A(3) = (3— a)°: 


prend la forme 
A(3) = A, + A.(3— à) +: + Ag1(s — a) tt + M(z — a}, 


M gardant une valeur finie pour 3 — «a. Donc les coeflicients 
sont ceux de la formule de Taylor et nous avons 


ie HAN) A"(a) ACT) 
A, RE A(&), A, le 1 l 0] AS = Moi CNE Agua nu (2 1) ° 
De même, en pos NEO LE) NE OPA € 
; posant B(z) = (:— b) F(2)” nous avons 
fe __ Bb) B’(b) _ B(Ë-1)(b) 
B,= B(b), B, = 11 BE MENT AR Ba. EC 


et ainsi de suite. 

Ces formules peuvent servir-à la détermination pratique 
des coefficients. On peut employer aussi d’autres méthodes 
que nous allons indiquer. 


96. Autres méthodes pour calculer les coefficients. — 
1° Méthode des coefjicients indéterminés. On pose a priori la 
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formule de décomposition, dont la forme est connue, en lais- 
sant les numérateurs indéterminés. On chasse les dénomi- 
nateurs en multipliant les deux membres par F(2). En égalant 
les coefficients des mêmes puissances de z, on forme un système 
d'équations linéaires qui détermine les coefficients inconnus. 

2° Méthodes de dérivations successives. Soit, par exemple, 
à déterminer les coeflicients A. Si l’on multiplie l’équation (1) 
du n° 94 par F,(2), qui est égal à F(2) : (3 — af, il vient 


FF, (IA + AG —@) ++ A0 (5 (5 OMLE (0), 
d’où l’on conclut que le polynome du premier membre admet 
la racine a au degré «. Donc il s’annule pour 3 — & ainsi que 
ses (4 — 1) premieres dérivées. En le dérivant (4 — 1) fois et 
en exprimant que ces conditions sont salisfaites, on obtient 
successivement 

f(a)— F,(a)As = 0, 

f'(a) — F'(a)A— F,(a)A, = 0, 

f''(a) — F,"(a)A, — 2F" (a)A, — 2F, (a)A, = 0, 


et ainsi de suite. C’est un système d'équations recurrentes qui 
déterminent de proche en proche A,, A,, À,,... 

3° On peut arriver autrement au même système d’équations. 
On remplace 3 par a + h dans le polynome que l’on vient de 
dériver successivement, ce qui donne 


CORAIL) REC (EE) AREA RE EE A he Ale 


puis on ordonne suivant les puissances de À jusque h%-1. En 
exprimant alors que les coeflicients de toutes ces puissances 
sont nuls, on retrouve le système d’équations qui précède. Ce 
sont ces derniers calculs qui seront ordinairement les plus 
rapides. Ils reviennent à effectuer la division de f(a + h) par 
F,(a + h) en ordonnant suivant les puissances croissantes de A. 


97. Cas des racines simples. Formule de Lagrange. — 
Lorsque toutes les racines de F(3) sont simples, le développe- 
ment en fractions simples se réduit à 


fa EU A B My 
(a) 3 — a 3 —b ANT 
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Les coefficients À, B..., se déterminent alors par les formules 


(; — a)f(z) _ f{a) CO 


A — au EPS e FD)" 


tr À ) 
AT ANR) (a) 
que l’on trouve par la règle de lHospital. La formule de 


décomposition est donc la suivante : 


LATINE D) AEAR 


t'iF Ne MORT) PESTE 


(3) 
La formule de Lagrange n’est qu’une transformation de la 
précédente. On fait les substitutions : 


F(3) = (:— a) (5: — D)... (:—D, 
Fa) = (a— b) (a— ce) - (a — D, 
EC) = (b— a) (b— ce): (b — D, 


et l’on multiplie par F(2) ; il vient 


(SSD) (RENE) 


f(2) ='f{a) {a —b) (a ar (a — À) 
(3— a)(3— 0)... (2 —0). 


TENTE ENTER 


Cette formule s’appelle la formule d’interpolation de 
Lagrange. On s’en sert pour construire la fonction f (2) entière 
et de degré <°n qui prend n valeurs données f(a), f(b),.. 
pour n valeurs données «a, b,... l de 3. 


CHAPITRE III 


Fonctions explicites de plusieurs variables 


S 1. Dérivées partielles et différentielles partielles 


ou totales des fonctions de deux variables 


98. Dérivées et différentielles partielles. — Soit u — f(x, y) 
une fonction continue et univoque de deux variables indépen- 
dantes x et y. Si l’on attribue à y une valeur constante et 
qu’on fasse varier x, u devient une fonction continue de x seul. 
Si elle admet une dérivée, celle-ci se nomme la dérivée par- 
tielle de u par rapport à x. Cette dérivée partielle est ainsi, 
par définition, la limite du rapport 
pos te) 


Abe 


quand la différence Ax tend vers 0. On la représente par l’une 
ou l’autre des notations suivantes : 


| df (x, du 
l'x(x, Y), DA CROAESEOL LIT ie 2 Y) ou __. 
dx dx 


De même, en regardant x comme constant et y comme 
variable, on forme le rapport 


EEE en fo AS 
AY 
Si celui-ci tend vers une limite quand Ay tend vers zéro, 
cette limite est la dérivée partielle de u par rapport à y et se 
représente par les symboles, analogues aux précédentes : 


fs >). 


Fe) DE) SE 
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Il faut observer que les expressions symboliques telles que 
DLLD Le 
dx” dy 

quotients de différentielles. 


forment un tout indécomposable et ne sont pas des 


Les différentielles partielles du, d,u sont, par définition, 
les produits : 


du 


du 
EX Ne d,u — (Du Ay, 


dxu = 


des dérivées partielles en x et en y par les différences arbi- 
traires Ax et Ay des variables correspondantes. 


99. Différentielle totale. — Une fonction u d’une seule 
variable x est différentiable (n° 51) si son accroissement Au 
peut se mettre sous la forme 


Au= ANXE NX, 


où À est indépendant de Ax et € infiniment petit avec Ax, 
auquel cas sa différentielle, du, est la partie, À Ax, de Au qui 
est simplement proportionnelle à Ax. Ces définitions s’étendent 
tout naturellement aux fonctions de plusieurs variables. 

Considérons une fonction u = f(x, y) de deux variables qui 
reçoivent respectivement les accroissements Ax et Ay, et 
posons, pour abréger l’écriture, 


e=|\x|+|Ay| 


La fonction u est différentiable au point x, y si elle est 
bien déterminée aux environs de ce point et si son accroisse- 
ment Au peut se décomposer en deux parties comme il suit : 


(1) Au = (A AX + BAY) + co 


A, B étant indépendants de Ax et AY, et & infiniment petit 
avec p. 
Il est clair d’ailleurs qu’il est indifférent d’écrire eo ou 
eg Ax + e”’Ay, 


pourvu que e’ et e” tendent vers 0 quand Ax et Ay tendent 


vers 0 d’une manière quelconque. En effet, | Ax|et|AYy| sont 
tous deux € p. 


DÉRIVÉES ET DIFFÉRENTIELLES PARTIELLES ET TOTALES LU 


Quand u est différentiable, la partie de Au qui est linéaire 
en Ax et Ay s'appelle la différentielle totale de u et se repré- 
sente par du. On a donc, par définition, 


du = A AÂx + BAY. 


THÉORÈME. — La différentielle totale d’une fonction difjé- 
rentiable de deux variables est la somme de ses deux diffé- 
rentielles partielles. 

En effet, posant Ay = 0 dans (1), puis faisant tendre Ax 
vers 0, on en conclut 


D ATTUE OIL d du 
lin ARR À ; de même, D 1: 
Par conséquent, 
otre du 
(2) au ee Ax + ne Ay = du + d,u. 


Ceci montre que les dérivées partielles de u sont finies el 
déterminées en tout point où u est différentiable, mais la 
réciproque n’est pas toujours vraie. 

Si l’on fait u = x, ou u = y, dans (2), il vient 

Ph CS ETAT) 


et, en substituant ces valeurs dans (2), il vient 


du du 
3 — —_qgx+ "dy. 
(3) du xx + F dy 
On a donc, en particulier, 
du du 
Lu Dre dx, d,u — ES dy. 


La comparaison des équations (2) et (3) appelle une remarque 
analogue à celle qui a été faite dans le cas des fonctions d’une 
seule variable (n° 51). L’équation (3) est, comme nous le ver- 
rons, plus générale que (2). Celle-ci suppose les variables x et 
y indépendantes, tandis que l’équation (3) n’est pas soumise 
à cette restriction. 

Il est essentiel de remarquer que, la fonction u étant diffé- 
rentiable au point (x,y}), l'expression (1) de l’accroissement Au 
prend maintenant la forme 


ù ù 
(4) Au — dt 4) + ep = du + cp. 
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Les équations (1) ou (4) mettent d’ailleurs en évidence que 
Au tend vers 0 avec » (donc avec Ax et Ay) ; d’où la proposi- 
tion importante : Une fonction est continue en tout point où 
elle est différentiable. 


100. Théorème. — Une fonction ne peut cesser d’être 
différentiable que si ses dérivées partielles cessent d’être 
continues. 

Sous une forme plus précise : 

La fonction u = f(x, y) sera différentiable au point M(Xx, y), 
si f’. est finie et déterminée au point M, f',. déterminée dans 
Les environs du point et, de plus, continue au point M (ou 
vice-versa). 

Décomposons la différence Af en une somme de deux autres 
différences : 

[f(x . AX, Vital AY) ar f(x, 1e Ay)| 2 [f(x MER AY) PP (x; y)| 

Désignons par &, :” des quantités qui tendent vers 0 avec 
les À. Nous avons d’abord 

<] d " Ca — Q Je Vol Te) ad 
PER y + 47) — f(x, y) = f(x, Y)AY + e'AYy, 
parce que f’,(x, y) existe et est finie; ensuite, par la formule 
des accroissements finis, 
f(x + 4x, y + Ay) — f(x, y + Ay) = Axf'.(x, + (Ax, y + AY) 
= f(x VAN PEER 


parce que f’,kest déterminée aux environs de M et continue en 
ce point. Substituant cela dans l’expression de Af, elle devient 


ATÉERCTMCAICERE RE AV IEEE ARR ERE ARE 


Cette relation est de la forme (1), ce qui prouve la proposition. 


101. Remarque. — Les conditions requises dans le théorème 
précédent et, en particulier, l’existence des dérivées aux envi- 
rons du point M, ne sont nullement nécessaires pour que la 
fonction soit différentiable en ce point. On peut donner une 
expression assez simple de la condition nécessaire et suffisante 
pour cela. À cet effet, désignons, en général, par A,2 et À, les 
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accroissement d’une fonction £(x, y) provenant respectivement 
des accroissements 1x seul et Ay seul. Si lon donne suc- 
cessivement ces accroissements à x puis à y, f(x, y) devient 
successivement 


(LEFT puis CLASS) CEE Tr 
D'où la relation 
A FEENINC NRA STE PP AA 


Si les dérivées partielles de f sont existantes el finies au 
point M (ce qui a lieu quand f est différentiable), on a 


No Gi Le )Ax Note is ne je Av: 
l ne Ë JAN Y dy . J 


d’où 


df df 
Af — l AÂx + de AY + ALU ASE 


Pour que cette relation soit de Ia forme (1), il est nécessaire 
et suflisant que le dernier terme soit de Ia même forme #5 que 
Pavant-dernier. 

Donc la condition nécessaire et sufjisante pour que f(x, Y) 
soit différentiable en un point (x, y) où ses deux dérivées par- 
lielles sont finies et déterminées, est que la différence seconde 
À,1A,. f soil infiniment petite par rapport à 2. 


À 


102. Dérivée et différentielle d’une fonction composée 
d’une seule variable indépendante. — Soit f(x, y) une fonc- 
tion différentiable au point x, y. Remplaçons x et y par deux 
fonctions d’une variable indépendante unique t, différen- 
liables au point {. Nous obtenons ainsi une fonction composée 
de {. Pour calculer sa dérivée au point {, remarquons que la 
formule (1) subsiste indépendamment de toute hypothèse sur 
les accroissements Ax el y, de sorte que nous pouvons 
admettre qu’ils correspondent à l’accroissement At. Divisons 
alors la formule (4) par A6, il vient (en écrivant f au lieu de u) 


Af(x, y) _ 2df 2x RATE 


À 


HAT SR MA dy At NEA TS 


Faisons tendre Àf et avec lui Ax, Ày, & et o vers 0; il vient, 
(e) 
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à la limite, car Ax : At, Ay : Atet,*par/suite, s:"Atont des 


\ 
limites finies par hypothese, 


df(x, y) __ ?df dx , ?df dy 


dt ox Ut dy dt. 


Donc si f(x, y) est différentiable, et si x, y sont des fonc- 
lions différentiables de t, la dérivée de f par rapport à test 
La somme des dérivées partielles de f par rapport à x et à y 
multipliées respectivement par les dérivées de x et de y par 
rapport à t. C’est la regle de dérivation des fonctions com- 
posées. 

En multipliant cette formule par dt, on obtient la différen- 
tielle de f(x, y}, à savoir 


ù ù 
[ dx 4e a dy. 


df(x; Y) ce Fa Y 


D'où le théorème suivant : 

Si f(x, y) est différentiable et si x et y sont deux fonctions 
différentiables d’une même variable t, la différentielle de 
f(x, y) considérée comme fonctions de t, S’eXxprime au moyen 
de x, y, dx et dy par la différentielle totale de f(x, y) comme 
si Les variables x et y étaient indépendantes. 

Ce théorème général renferme, comme cas particuliers, les 
régles de dérivation d’une somme, d’un produit et d’un quo- 
tient (n° 53). On vérifie, en effet, immédiatement que les 
seconds membres des formules : 


d(u + +) = du + dv, d'uv = u dv + v du, 
u e du — u de 
FRS = = , 
( (° 


sont respectivement les sommes des différentielles partielles 
des premiers membres par rapport à u et à ©. 


103. Calcul pratique des différentielles totales. — Le théo- 
rèeme précédent revient à dire que les différentielles totales se 
calculent par les mêmes règles que les différentielles des fonc- 
tions composées d’une seule variable. Si les différents modes 
de composition de la fonction f(x, y) sont de ceux qui ont été 
prévus au chapitre I, et c’est ordinairement le cas, il suflira 
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d'appliquer les règles établies dans ce chapitre pour obtenir 
la différentielle totale et l’on évitera le calcul séparé des déri- 
vées partielles. 

C’est ainsi que les règles de différentiation d’une fonction 
de fonction, d’un quotient et d’une somme (n° 53) conduisent 
aux formules suivantes : 


M 
d 
Y œ x dy — y dx 
d'arc tg — — Le 3 2 
5 Y* CR VE 
1 + — 
X” 


PS RD AR D AVE 


MOBIL L . 
/ TRCERCE Te 2 (xX° + y”) 


D'autre part, si l’on connait la différentielle totale de f(x, y}, 
on peut en déduire à simple lecture ses deux dérivées par- 
tielles. En effet, dx et dy étant des coefficients indéterminés, 
les dérivées partielles par rapport à x et à y seront respective- 
ments les coeflicients de dx et de dy. C’est ainsi que l’on tire 
des formules précédentes 


ù Y Le ù 4 Y 
— arc tg — = ————, arc ig — = — ————. 
dy ERA LME dx Lux DA NAEEN TE 
104. Dérivées partielles du second ordre. — Les dérivées 


partielles f, et f; sont des fonctions de x et de y et peuvent 
admettre elles-mêmes des dérivées partielles. Celles de f; par 
rapport à x se désignent par l’un des symboles : 

d°f 


14 2 » | 
4 … AP C2 
lxx X, } ), ax] 5) 1 2 9 
F X” 


celles par rapport à y, par l’un des symboles analogues : 


d°f 


2xdYy | 


[ay X, 3 y) D;,f; 


De même, les dérivées partielles de A Jar rapport à:x et a y 
) e $, e 
sont respecli vement 


THE " 


ue 
dY2x" = D;,f ne: 


= D?,f — 


Mais il existe un théorème fondamental en vertu duquel 
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7e 


= fr, ce qui réduit à trois seulement le nombre des déri- 
vées partielles du second ordre. Voici ce théorème : 


105. Interversion des dérivations. — THÉORÈME [ (YounN&G). 
— Si les dérivées f' et f; sont déterminées aux environs du 
point (x, y) et diffJérentiables en ce point, on a, au point (x, y), 

11 1 
Lay = fyx 

On obtient ce théorème en calculant de deux manieres diffé- 
rentes la différence seconde : 
fe f(x +hy + h)— f(x + h, y) — f(x, y + h) + fx, y). 

D'abord 4?f est l’accroissement éprouvé par la fonction de x 

2x) = FX, Y + h) — f(x, ») 
quand + augmente de h, d’où, en appliquant à £(x) la formule 
des accroissements finis, 


Af= hf R eh) ER EUR 2") |: 
Mais, comme f’ est différentiable au point x, y, on a, par la 
formule (4) du n° 99, &’ et &” tendant vers 0 avec À, 
fa(R OR YU) = fie, V) hf he, -Pleth, 
fox + 0h, y) — fix, y) = hfix + eh. 
Portant la différence de ces deux quantités dans le crochet, 
on trouve | 
ff = hf, + ch?, 
où € désigne & — &” et tend encore vers 0 avec h. 
D’autre part, 4*f est l'accroissement de la fonction de 
DIET CAMES) TIC Sn) 
quand y augmente de h, en sorte que l’on trouve, par un cal- 
cul symétrique du précédent, 
A°f = h?f,yx + e'h?. 


Faisant tendre À vers 0, il vient donc 


ei 


= fry = fre. 


Le théorème de Young postule l’existence de toutes les déri- 
vées secondes au point x, y mais non leur continuité. Le 
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théorème suivant ne postule l'existence que de fr mais en 
plus sa continuité, et il peut être plus utile que le précédent 
dans certains cas : 


THÉORÈME I (Scxwarz). — Si f', f, et fr, existent dans le 
voisinage du point (x, y), el si fr, est continue au point (x, y), 
l'autre dérivée 1e existe en ce point et est identique à fr. 

Si l’on pose, pour simplifier. 

UN EST CES CNRC ER CEE) 
on a, par la formule des accroissements finis, qui s'applique 
deux fois de suite, 


ox) = A[fr(xX + 0, y + k)— Fix + Üh, v)] 
= hkfa,(x + 0h, y + Wk). 


&(xX + h) 


Cette dérivée seconde est continue ; donc, en désignant par 

une quantité qui tend vers 0 avec À et k, on peut écrire 
D(X TE h) — (x) = hk[fa,(x, y) + el. 

Si l’on divise d’abord par k et si l’on fait tendre k vers 0, les 
deux rapports £: k au premier membre ont pour limites des 
dérivées f;. supposées existantes, et l’on trouve 

EX + y) — FAX, y) = [frs x) + ef: 

Si l’on divise maintenant par h et que l’on fasse tendre A 
vers 0, « tend vers 0, et il vient, par définition de la dérivée 
seconde, 


"11 roi 


Ya Ty° 

Donc si Les dérivées considérées sont continues, les carac- 
téristiques D, et D,. peuvent toujours être interverties. 

Les quatre dérivées partielles du second ordre de f(x, y) se 
réduisent donc, en général, à trois distinctes : 
>?f )°f »°f d°f 


"9 y 
dx? dXdY dYdx dy 


Cette notation a l’avantage de mettre l’égalité des deux déri- 
vées partielles en évidence et, quand on lPemploie, on suppose 
implicitement les conditions qui assurent cette égalité. 


106. Différentielles partielles du second ordre. — Aux 
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dérivées partielles du second ordre correspondent les différen- 
tielles partielles secondes, définies par les formules : 


32 2f 
HT 2 UN dxd,f= : = L dx dy, dt a dy*. 


L’équation D;D,f — D,D;f entraine donc aussi légalité 
did,f = dydaf, 


de telle sorte que l’ordre de deux différentiations partielles 
successives par rapport à deux variables indépendantes x et 


y peut aussi être interverti. 


107. Dérivées et différentielles partielles d’ordre quel- 
conque. — Le théorème du n° 105 se généralise de lui-même. 
Concevons que l’on effectue sur une fonction f(x, y) un nom- 
bre quelconque de dérivations partielles successives, les unes 
par rapport à x, les autres par rapport à y, dans un ordre 
arbitraire. Il suit de ce théorème que l’ordre de deux déri- 
vations consécutives peut être interverti quand elles se rap- 
portent à deux variables indépendantes, pourvu que les déri- 
vées que l’on considère restent continues ou, plus générale- 
ment, pourvu que l’on ne dérive que des fonctions différen- 
tiables. Moyennant cette restriction, on peut, par la répétition 
de ces permutations, ranger les dérivations dans l’ordre que 
l’on veut: on peul, par exemple, faire d’abord toutes celles 
par rapport à x, ensuite toutes celles par rapport à y. Le 
résultat de m dérivations par rapport à x et de n dérivations 
par rapport à y opérées consécutivement sur la fonction f, 
est indépendant de l’ordre suivi et peut se désigner par un 
seul et même symbole 

dt 1 A 
OX VE 

Cette quantité est une dérivée partielle de l’ordre (m + n) 
En la multipliant par dx"dy", on obtient la différentielle par- 
tielle du même ordre 
Fee 


LUS LL .m “11 
dx dyf = x y XIE 


108. Différentielles totales successives. — Soil x une fonc- 
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tion différentiable des deux variables indépendantes x et y. 
Si sa différentielle totale, 


du 


DATE ne 


du 
dx + Fu dy, 


est difJérentiable, dx et dy étant considérés comme des para- 


du du 
LATE L 


sont déterminés 
X dy 


mètres constants, c’est-à-dire si 


aux environs du point considéré et différentiables en ce point, 
on dit que u est différentiable jusqu’au second ordre et la 
différentielle de du est la différentielle seconde, d°u. 

:ette différentielle se calcule de la même façon que la précé- 
dente. Mais on observe que l’on a, èn vertu du théorème de 
Young (n° 105), qui s’applique quand du est différentiable, 

SUR TUE 
DxXdY  Dyèx 


De plus, on convient d'introduire les mêmes différentielles 
dx et dy dans les deux différentiations consécutives. On 


trouve ainsi 
d°u , d°u d°u 
— EX? + 2 — dx dy + : 
dx" dXd y dy” 


d'u = CNE 


Les différentielles successives d'u, d'u,... se définissent 
ainsi de proche en proche. On dit que u est différentiable 
jusqu’à l’ordre n au point (x, y) si d"lu est différentiable en 
ce point, donc si toutes les dérivées d’ordre (n —- 1) sont déter- 
minées autour du point considéré et différentiables en ce 
point. Cette condition assure la légitimité de l’interversion des 
dérivations en x et en y et le calcul se fait sans difficulté. 

On peut former une expression symbolique très commode 
de d'u en remarquant que, pour former la différentielle totale 
d’une fonction, il suffit de la multiplier par le facteur symbo- 


lique 
ù o 
pes dx + y dy 
» ft ur ni UE n 
et d’effectuer la multiplication comme si er 4 dx et dy 


étaient des facteurs algébriques. On trouve ainsi, en inter- 
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prétant les puissances de 9 comme des indices de dérivation, 


Ÿ Ÿ 1 
d'u = ee HAT Fe dx) IL. 

Ceci suppose que x el y soient des variables indépen- 
dantes ou, plus généralement, que dx et dy puissent être 
traitées comme des constantes dans les différentiations suc- 
cessives. 

Si x et.y sont des fonctions différentiables d’autres variables 
indépendantes, dx et dy ont des différentielles successives d’x, 
Œx,... dy, dy,... qui s’introduisent dans les différentielles 


de u. Dans ce cas, on trouve 


d°u F d'u du à DTLRES DITES 
TUE AXE — OX dy + == dy + — Ex + — dy, 
dX" DXdY dy” ox dy 


ce 


el ainsi de suile. 


109. Méthode pratique de calcul. — Pratiquement, les dif- 
férentielles totales se calculent, non par l’addition des différen- 
lielles partielles, mais par la simple application des règles 
générales du chapitre 1. Le calcul est même si simple qu’il y a 
souvent avantage à se servir de ces différentielles totales pour 
calculer les dérivées partielles de u. On traite alors x et y 
comme des variables indépendantes dont les différentielles 
dx et dy sont des constantes arbitraires. On obtient ainsi des 
expressions de la forme 

AU =D AXE TA IQ EMUREEB SARA YEPECOT ER 
où p, q, Tr, S, t sont des fonctions explicites de x et y. La com- 
paraison avec les formules générales montre que l’on a, puis- 
que dx et dy sont des indéterminées, 
du du d'u d'u d'u 


+ Ce = — SE l Ecards 
PR OA Ne 


HE Re 


S 2. Extension à un nombre quelconque de variables 


110. Définition des dérivées et des différentielles pre- 
mières. — Soil u = f(X, y, z...) une fonction de plusieurs 
variables indépendantes ; la dérivée partielle de u par rapport 


à l’une d'elles, x par exemple, est la dérivée de « considérée 
comme fonction de x seule, toutes les autres variables étant 
lraitées comme des constantes. On la représente par les sym- 
boles : 
du df 
HR. 


dx dx ? fa(x; Je HE DeTx; ds per 


Les différentielles partielles du, d,u,... s’obtiennent en 
multipliant les dérivées partielles par les accroissements 


Ax, \y,... des variables correspondantes, de sorte que 


Le) 


ul dtl 
NES NX ILE à AN 
l (l dx , À! dY À , 


La fonction u est différentiable au point x, y, si elle est 
déterminée aux environs de ce point el si accroissement Au 
correspondant aux accroissements Ax, Ay,..…. peut se décom- 
poser dans la somme de deux parties’: 

Ant (ANX BAY He.) He, 
AN EE TL 
dont la premiere est simplement linéaire en Ax, Ay,... et dont 
la seconde est infiniment petite par rapport à 2, c’est à dire que 
e tend vers-0 avec Ax, Ay,... donc avec s (*). Dans ce cas, la 
premiere partie (AAÂX + BAy +...) se représente par du el 
s'appelle la différentielle totale de u. Comme d’ailleurs À, B,... 
sont les dérivées partielles de u en x, en y,... il vient 
du = ELA + nie AY +... 
x D YNUN | 

Donc la différentielle totale est La somme des différentielles 
partielles. En particulier, pour u = X, pour u = y... on a res- 
pectivement 

x ="AX, dy = ÀAy..… 


et du peut s’écrire sous une nouvelle forme 


(*) La définition ne serait donc pas changée si l’on posait 


STE eee 


ou si l’on remplaçait £2 par 


Act eA ct. 
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Celte nouvelle forme a lavantage d’être plus générale que 
la premiére, car elle jouit d’une propriété d’invariance que 
nous établirons au n° suivant. 

Si u est différentiable au point x, y, nous pouvons écrire 
maintenant 


| du du 
AU = NY ae Ayi—+ «À 6p, 
dx dy 


: tendant vers zéro en même temps que les accroissements A. 
[l suit de là qu’une fonction est continue en tout point où elle 
est différentiable. 

La démonstration du n° 100 se généralise d'elle-même, donc 
une fonction ne peut cesser d’être différentiable que si ses 


dérivées partielles cessent d’être continues 


111. Différentiation des fonctions de fonctions. Invariance 
de la différentielle totale. — Soit u une fonction difJérentiable 
des variables x, y,... celles-ci étant elles-mêmes des fonctions 


différentiables des variables indépendantes £, ,... de sorte 
que u est une fonction composée de £, r,... Je dis que u, con- 
sidérée comme fonction de 5, r,... est différentiable et que 
sa différentielle totale s’exprime/à laide de x, y,... dx, dy... 
par la même formule 


du du 
du = -— dx + =— dy + 
dx 2 Ye 


que si les variables x, Y,... étaient indépendantes. 
Pour simplifier l'écriture, nous supposerons dans la démon- 
stration qu'il n’y ait que deux fonctions intermédiaires x, y 


el deux variables indépendantes £, x. Posons 


a =|Ax|+] 4h «p= AE] + An: 


Nous aurons, puisque x, y sont différentiables, 


OX dx 
AS = F- AS +- y An cp’, 
S T, 


(L) 
d dV 

| y ta EAN FE _ An ce ES 

\ 


où les quantités e tendent vers 0 avec z’. Soit w la plus grande 
des valeurs absolues des quantités e’, &” ; M la plus grande des 
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valeurs absolues des quatre dérivées partielles de x et y. 
Nous aurons, par les équations (1), 


Ax | (M + ©): AY|I<(M +o)7 
et, par conséquent, 


: Aix +'Ay | 
Lg LEO LM po), 
, 


F 
ce qui prouve que le rapport ::27 reste fini et que : tend 
vers Ü avec ?/. 
Ceci posé, la fonction u étant différentiable, nous avons 


du du | 
SF AU + = 0) T £2,; 


dx dy 


An — 


et, en substituant dans ceci les valeurs (1), qui peuvent s’écrire 


Ax = dx + £'?, Ay = dy + :"2, 
il vient 
du du Ft p du , du 
\u — dx +— dy|+5 {ss +e + =! a 
x dy 2 dx dy 


Mais ceci prouve la proposition, car la dernière parenthèse 
est infiniment petite avec z et la précédente est, en même 
temps que dx et dy, linéaire et homogène en AZ et Ar. Celle-ci 


est donc la différentielle totale du et l'on a 


dt= 


Donc, tant que les fonctions considérées sont différentiables, 
les différentielles totales se calculent toujours de la même 
facon, que les variables soient indépendantes ou ne le soient 
pas. C’est en cela que consiste le théorème de l’invariance de 
la différentielle totale dont nous avons déjà rencontré précé- 


demment de nombreux cas particuliers. 


112. Dérivation des fonctions composées. — Si x, y,... sont 
des fonctions différentiables d’une variable unique t, la dérivée 
de u = f(x, ÿ,...) par rapport à { s’obtient en divisant la difré- 
rentielle du par dt. Il vient ainsi 


du du dx du dy 


— —————— —— —Ÿ— 


dt 2x dt dy dt 


ce qui généralise la règle du n° 102. 
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Si x, y, sont des fonctions différentiables de plusieurs 
variables £, ,... les dérivées partielles de f(x, y,...) par rap- 
port à ces variables se calculent par la formule précédente, 
sauf que les dérivées de x, y, sont des dérivées partielles. 


Par exemple, on a 


QU PURE OX PAP OURS TR 
ME LE de 
113. Différentiation des équations. — Soient x, y,... des 


variables indépendantes. Si une fonction u = f(x, y,...) se 


réduit à une constante, on à 
Au = 0, donc (par définition) dut; 
iéciproquement, si u est différentiable et si 


du a du 
LL 
dx dY 


y, 


du — dy +. 0, 


comme dx, dy,... sont arbitraires, chacune des dérivées par- 
tielles doit être nulle, u ne dépend d’aucune des variables et 
se réduit à une constante. Donc La condition nécessaire et 
su/Jisante pour que u se réduise à une constante est que l’on 
ait du = 0. | | 

Considérons maintenant des variables x, y, indépen- 


dantes où non, salisfaisant à l’équation 


HN VER) REA), 

Nous disons que cette équation est différentiable si la fonc- 
tion f(x, y,...) est différentiable. Donc si x, y, sont difté- 
rentiables, df sera nul puisque f est constant ; or df se calcu- 
lant toujours de la même façon, nous obtenons 


Différentier totalement une équation, c’est égaler les diffé- 
rentielles totales de ses deux membres. Le résultat que nous 
venons d'obtenir se formule dans le principe suivant, qui est 
fondamental : 

Étant donnée une équation différentiable entre un certain 
nombre de variables, indépendantes où non mais différen- 
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liables, il est toujours permis de différentier totalement 
l'équation. 


114. Dérivées et différentielles successives. — Les considé- 
rations émises dans le paragraphe précédent se généralisent 
d’elles-mêmes et il suffit d’énoncer les résultats. 

Si l’on effectue un nombre quelconque de dérivations suc- 
cessives par rapport à des variables indépendantes x, y, 3, 
l’ordre de deux dérivations successives par rapport à des 
variables différentes peut toujours être interverti, moyennant 
l'hypothèse de la continuité des dérivées ou, plus générale- 
ment, de la différentiabilité des fonctions. De la sorte, le 
résultat de m dérivations par rapport à x, n dérivations par 
rapport à y, p dérivations par rapport à z,... effectuées dans 
un ordre quelconque sur une fonction f(x, y, z,...) peut être 
représenté par le symbole unique 


Qu Pret) 


EAP PATEA UE 

Une différentielle sera dite différentiable si elle est formée 
avec des dérivées partielles différentiables. Dans ce cas, les 
différentielles totales successives se calculent en appliquant 
successivement les règles établies pour les différentielles pre- 
micres. Si les variables x, y, z,... sont indépendantes, leurs 
différentielles sont prises constantes, alors la différentielle 
nième de f(x, y, z,...) admet la forme symbolique 
d ” ù 


n n Il 
-dxX +— dy + — ds +...) f. 
dx 2 A a ou d3 L (l 


CAT HN PE REP | 


L 


115. Théorème d’Euler sur les fonctions homogènes. — 
Une fonction f(x, y, 3,...) est homogène par rapport aux 
variables x, y, z,... lorsqu'elle vérifie l’identité 

(1) AS OS ENS ES UC PS TO 
L désignant une indéterminée. L’exposant m est le degré d’ho- 
mogénéilé de la fonction. 


Si l'oniait it mu l’identilé devient 


” 
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c’est-à-dire 


VON 
(2) XV 2,0.) = Xp — Le) 


X X 


Donc, si l’on divise une fonction homogèéne de degré m par 
la mime puissance d’une des variables, elle ne dépend plus que 
des seuls rapports des variables. 

On s'assure immédiatement qu’une fonction qui vérifie la 
condition (2) vérifie la condition (1). Donc l’équation (2) peut 
aussi servir de définition des fonctions homogènes. 

Dérivons l’équation (1) par rapport à {, il vient identique- 
ment 

NUL Vs) EE TS CSV TE) ES ES ENTIER) 
ou, en faisant { — 1, 
(3) xfe(x, 7...) + f(x, ,.).+ ee = mf(x, y,..). 

C’est dans cette identité que consiste le théorème d’Euler : 
La somme des produits des dérivées partielles d'une fonction 
homogène par les variables correspondantes est égale à la 
fonction elle-même multipliée par le degré d'homogénéité. 

Plus généralement, si Von dérivait l'équation (1) n fois de 
suite par rapport à { avant de faire t = 1, on trouverait, par 
la formule symbolique du numéro précédent, 


2 2 " 
(x Eve . fr - f(x, y,...)=m(m—1)...(m—n+1)f(x, y,..). 


o 


EXERCICES 


1. Dérivées partielles d’ordre quelconque de f(ax + by + c). 


gm+n - 
Ge ambn f(n+n) (ax + by + c} 
- CD 


Fe 


Faire le calcul en prenant pour f(u) l’une des fonctions élémentaires. 


2. Différentielle nième de u — eax f(y). 
R. On applique la formule symbolique du n° 108. On trouve, en inter- 
prétant les puissance de f comme des indices de dérivation, 


an eax f(y) = ett[f(y) dy + a dx]n. 


Appliquer ce résultat à la fonction e4x cos by. 


3. Différentielle totale nième de u -= arc to pe 


. 
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R. Différentions une première fois, il viendra 


Xdy — ydx 1 [dx +idy dx — si 
NE DROLE Rev X— Yi 


puis, en différentiant encore (n — 1) fois, 


du = (— 1j! 


(n — 1) !F(dx + idy)n (dx — idy)" 
di | G+yèr @=yiy : 
Pour se débarasser des imaginaires, on pose 
XL yi— r(cos0 E 1sin f) dx + idy = ds (cos ® L i sin 9). 
On a alors 


ds \n . ke 
du de Lin 1)! l——hsinn(? — 0). 
nu = (— 1} (n— 1)! | — 
On peut aussi calculer d’une manière analogue les dérivées partielles. 
4. Différentielle totale nième de u = Log | À + y*?. 
R. On trouve d’abord 


KA VNUAY I E Lidy dx —i | 
du — MER , 


SA MANNA NX Et NE 


ensuite, par les substitutions de l'exercice précédent 
. ° 


[ ds \n 
du — (— 1-1 (n — 1)! Tr.) cos n(® — 0). 


\ 


Remarque. Les résultats des exercices 3 et 4 dérivent inimmédiatement 
du calcul de dn Log: 3 dans la théorie des fonctions d’une variable com- 
plexe: 


De All ALT , ST 
2. Sif,(X + h, y, 3...) tend vers une limite déterminée quand R tend 
vers 0, on «a 
/ . V4 
1:C6 V2.) = lim (eh; y:224). 


R. Ce théorème se démontre en faisant tendre h vers 0 dans la formule 
des accrois$ements finis : 


f > h, Ms 3...) mn AOTA SE TEE ; 
. R k == FL Æqh; y). 


6. Si le point X, y... est un point de discontinuité isolé de la dérivee 
seconde jen Ce, y,.….), c’est-à-dire s’il n'y a pas d'autre point de disconti- 
nuilé dans un domaine suffisamment petit enveloppant ce point, on aura, 
pourou que ces limites existent, 


SL RUIRE A URES | PEU AL MT k 

l'y CS LR == Lun ay ÿ + Ka) — Sun Î 7x0 4; +- KEY 

1! , 14 : . SL 

1e CEE ES a l'y TRES HE Lex + ls V3). 
; == = * 


R, C’est l’application du théorème prétédent. 
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7. Déterminer, en appliquant le principe précédent, les dérivées par- 
lielles du second ordre au point x = y — 0 de la fonction. 


\ CRE s 
ONE V) OX ARC SE RE NE LS —, 
« G Y 
R. On trouve, en général, 
. Bo PES 
[ v4 Kw, 4 ) x? + v'- 
On en conclut 
1! ; 1! 1} ; 1! 
Fa, 0) = Tin PC De D fa, 0) = lim PRO, 3) = — 1. 


5. Déterminer les dérivées partielles à l’origine de 


d k 11 EE, +) X + 
JC; JE 3) = — (X + :)° arc to NUL LS [be — ss arc &, rs ze 


. 


[A] 


S 3. Extension de la formule de Taylor 


aux fonctions de plusieurs variables 


116. Formule de Taylor. — Considérons une fonction de 
plusieurs variables f(x, ÿ,...). La formule de Taylor a pour 
but de développer la différence f(a + h, b+k,...) — f(a, b,:..) 
sous forme d’une somme de polynomes homogènes et de 
degrés respectifs 1, 2,.., (n — 1) par rapport aux accroisse- 
ments A, k,... des variables. 

Le problème de trouver ce développement se ramène à 
celui qui à été résolu pour les fonctions d’une seule variable. 
Pour abréger l'écriture, considérons seulement une fonction 
de deux variables. 

Supposons f(x, y) différentiable jusqu’à l’ordre n (n° 108) 
pour toutes les valeurs de x entre a et a + R el toutes celles 
de y entre b et b + k. Soit ensuite { une nouvelle variable 
indépendante ; posons 


XV EN, 


RU d'où (XX; Y)= o(t). 


De Ia sorte, f(x, y) est une fonction composée de t dont les 
dérivées sont déterminées jusqu’à l’ordre n et continues jus- 
qu’à l’ordre n — 1 inclusivement dans l'intervalle (0, 1). On a 
donc, par la formule de Maclaurin (n° 77), dans le cas d’une 
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seule variable indépendante t (prise égale à 1) et avec le reste 
de Lagrange, 


, k Vue of! (0) gr seu ot)(0) 
O<6< 1). 


Les différentielles dx — hdt et dy = kdt étant constantes, 
les différentielles successives de f(x, y) se calculent par la 
formule symbolique du n° 108, et l’on a 


0 
Piliers dx += dr) res , 
d’où, par les substitutions dx = hdt, dy = kdi, 


af 


ù ù P 
c — (D) 2e, REZ u UK 2 Ge LE 
(2) PT (t) e Rh + — > k) f(x; y) 


Pour { = 0, on a x = a, y = b, et la formule (2) devient 


| 


ù rar 

(D) A et | 

2(b)(0) (r sd + k 5) f(a, b) 

Pour thon ax = a AU, vb +R et ilvient 
006) = (r à + ke] Fa + 0h, b + 6) 


Portons ces valeurs dans (1), nous trouvons la formule de 
Taylor : 


f(a + h, b + k) — f(a,b) (ne Va Pise Je (a, b) 


l d AGE 
Fe fr SN ki) (Kb) TE 


ed © 


| a ke > ere ] 
Noces il ARR 5) (iGue) 


1 ù 
v ‘ ( JE 
à + (n+ 3 AK 5) f(a+6h, b + 6Kk) 


(3) 


db 


Cette formule suppose la différentiabilité des dérivées d’or- 
dre n — 1 mais non la continuité des dérivées d’ordre n. 

Lorsque x et y sont des variables indépendantes et leurs 
différentielles aussi, on peut écrire h — dx, k = dy; si lon 


9 
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remplace alors & par x et b par y dans la formule (3), elle 
devient 
Mas) 
Af(e sr) = df RE PE = RES 
ROC) APT Wis M + 
(QE ESA) 


seulement ces différentielles sont maintenant des differen- 


d'f 
n | 


x + Qdx, y + Ody 


tielles totales. La notation employée pour le dernier terme 
signifie qu’il faut remplacer, dans les dérivées nimes qui 
entrent dans ce terme, x par x + 6 dx et y par y + 6dy. 

Ces résultats s'étendent d'eux-mêmes aux fonctions d’un 
nombre quelconque de variables. Aïnsi, pour trois variables, 


a a ù 
f(a+h, b+k, c+ D= ra be) +( 5 - Kk D + I) f(a, b, c) 


| d d PARA ET 
+ 9 | (a À: AU k Sn le) f(a, D: C) + A 


el ainsi de suite. 


117. Formule de Maclaurin. — Celle-ci se déduit de la for- 
mule (3) en y-faisant a = b = 0, h = x et k = y. Nous écri- 
vons le résultat comme il suit : 


; ; 1 ) DAT 
f(x; Y)=Tf(0, 0) + (ee RE) dy oo + rl tr) {oo + 


1 d a Lome Il û He 
HA (x PAR * 5) {oo + a Vase DEA —) fox, O>°* 


Ces indices signifient qu'après avoir calculé les dérivées par- 
tielles, il faut y remplacer x et y par 0. La formule de Maclau- 
rin développe donc la fonction en une somme de DER 
homogènes et de degrés croissants en x, y. 


S 4. Maximés et minimés (extrémés) libres 
des fonctions de plusieurs variables 


118. Fonctions de deux variables. — On dit qu’une fonction 
f(x, x) de deux variables indépendantes est extrémée au point 
(a, b), lorsque la différence 


JC DER) (a; D) 
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garde le même signe pour toutes les valeurs de het de k de 
modules inférieurs à un nombre positif suffisamment petit. La 
fonction est maximée si cette différence est négative, et 
minimée si elle est positive. Les extrémés des fonctions de 
plusieurs variables indépendantes sont appelés libres. S'il v 
avait des relations entre les variables, les extrémés seraient 
liés. Nous étudierons ce cas plus loin. 

Tout d’abord la fonction, pour être extrémée, doit l'être 
quand on ne fait varier que x seul ou y seul ; de là, le théo- 
reme suivant : 

Les seuls points où la fonction f(x, y) puisse être extrémée 
sont ceux où chacune de ses deux dérivées partielles f+ et f}- 
s’annule ou cesse d'exister. 

Supposons f(x, y) différentiable ; pour trouver ses extrémés, 
on pose les deux équations simultanées : 


PS MST 


L) dy 


A 


dx 


En les résolvant par rapport à x et à y, on trouve générale- 
ment un certain nombre de solutions. Soit x — «a, y = b l’une 
d’elles. IL reste à examiner s’il y a réellement maximé ou 
minimé en ce point. Voici la méthode à suivre pour trancher 
cette question. 

Supposons les dérivées partielles premieres différentiables 
au point (a, b) et, par conséquent, existantes aux environs de 
ce point. Développons la différence f(a + h, b + k) — f(a, b) 
par la formule de Taylor en nous arrêtant au premier ordre, ce 
qui est légitime si | À | et k) sont suffisamment petits (n°116). 
Il vient 
f(a+h, b+k)—f(a,b)=hf,(a+6h, b+60k)+kf;(a+84h, b+6k). 

Posons 

= VhR? + k?, h — rsin«, KES T CON 
de sorte que r est une quantité positive infiniment petite et « 


un angle arbitraire avec À et k. Ecrivons encore, en abrégé, 


NRC) RASE} (a,b) A ER fab) 


sn À) 4 = ——— 


da dadb db? 
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et désignons par s’ ete” des quantités infiniment petites avec r. 
Les dérivées partielles premières étant différentiables au 
point (a, b) et nulles en ce point, on a 


fh(a + 0h, b + 6k) = Ah + BÜk + <'ür, 
fi(a Hi Oh, b + Ük) —Bih - CUk + "Gr. 


Substituant ces valeurs, la différence f(a+h, b+k) — f(a, b) 
prend la forme 


(1) Gr*[A sin? + 2B sinscosa + Ccos*a + «|, 
NEC NE el ; Es : " Fe Æ s 
où € = £'coss + £<”’sinc et tend encore vers 0 avec r. 


La considération de cette expression conduit, 4 étant positif, 
aux conclusions suivantes : 
1° Si le trinome 
A sin°4 + 2B sin & cos à + C cos’« 


ne peut s’annuler, comme il est fonction continue de 2, il con- 
servera un signe invariable et sa valeur absolue restera supé- 
rieure à un nombre positif m. C’est donc ce trinome qui don- 
nera son signe à l’expression (1) dès que l’on aura | & | <° m, 
donc à partir d’une valeur suffisamment petite de r, quel que 
soit +. Il y aura maximé ou minimé selon que le trinome sera 
négatif ou positif. 

2° Si le trinome peut changer de signe, comme il donne 
encore son signe à l’expression (1) à partir d’une valeur suf- 
fisamment petite de r, il n’y aura ni maximé ni minimé. 

3°) Enfin, si le trinome, sans pouvoir changer de signe, 
peut cependant s’annuler pour certaines valeurs de 4, le signe 
de l'expression (1) dépend pour ces valeurs de celui de & qui 
reste inconnu et l’on ne peut rien conclure. 

Les caractères analytiques distinctifs de ces trois cas sont 
faciles à indiquer. 

Supposons d’abord À différent de zéro ; le trinome se met 
sous forme de fraction, comme il suit : 


(A sin à + B cos à) + (AC — B?) cos?z 
A | 


1°) Si AC — B° > 0, le numératenr de cette fraction est une 
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somme de deux carrés qui ne peuvent s’annuler ensemble et 
il est toujours positif. Donc le trinome ne peut s’annuler et a le 
signe de A. Il y a maximé si À << 0 et minimé si À > 0. 

2°) Si AC — B? < 0, le numérateur a des signes différents 
dans les hypothèses cos 4 — 0 et tg à = — B : À, le trinome 
change de signe et il n’y a ni maximé ni minimé. 

3°) Si AC — B° = 0, le numérateur se réduit à un seul carré, 
le trinome, sans changer de signe, peut s’annuler. C’est le cas 
douteux. 

Supposons encore que À soit nul. Le trinome se réduit à 


cos 4 (2B sin + C cos à). 


Si B n’est pas nul, cette expression change de signe avec 
cos & supposé infiniment petit, et il n’y à ni maximé ni minimé. 

Si A et B sont nuls tous les deux, le trinome se réduit à 
C cos’4, qui peut s’annuler mais ne peut changer de signe. 
C’est encore une fois le cas douteux. Enfin ce serait encore le 
cas douteux si À, B, C s’annulaient tous les trois. 

Cette théorie suppose l’existence des dérivées secondes au 
point (a, b), mais ne suppose pas leur continuité au point 
(a, b) ni leur existence aux environs de ce point. 

Remarque. — Cest uniquement pour rendre la discussion 
plus claire qu’on à remplacé h et k par r sins et r cos4, mais 
cette substitution n’est pas nécessaire. Le raisonnement peut 
se faire directement sur le trinome 


Ah+2BRk< GK}, 


c’est-a-dire sur l’ensemble des termes du second ordre de la 
formule de Taylor, et les résultats obtenus peuvent se résu- 
mer comme il suit : 

1° Il n’y a ni maximé ni minimé si les racines du trinome 
sont réelles et inégales : | 

2° IL y a extrémé si les racines sont imaginaires : maximé si 
À est 0, minimé si À est > 0; 

3° Doute, si les racines sont égales, ou si le trinome s’an- 
nule identiquement. 

Pour trancher le cas douteux, il faut faire intervenir des 
termes d'ordre plus élevé de la formule de Taylor, mais la dis- 
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cussion générale est assez difficile et ne peut trouver place ici. 


119. Fonctions de plusieurs variables. — Une méthode 
semblable s’applique aux fonctions de trois et d’un plus grand 
nombre de variables. Pour que f(x, y, 3) soit extrémée au 
point (a, b, c), il faut, dans l’hypothese la différentiabilité, 
que ses trois dérivées partielles fr, f;, f: s’annulent en ce 
point. ou, ce qui revient au même, que sa différentielle totale 
df soit identiquement nulle. En exprimant que ces conditions 
sont satisfaites, on obtient un système d’équations simulta- 
nées dont les solutions (a, b, e) peuvent fournir des extrémés. 
Pour s’en assurer, on remplace X, y, z par a+h, bEKk, 
ce + Let l’on calcule d°f, c’est-à-dire l’ensemble des termes du 
2° ordre en h, k, L. Ce sera un polynome homogène du second 
degré, qui devra avoir un signe unique. On le transforme 
donc en une somme algébrique de carrés par les méthodes 
enseignées en algébre : 1° Si tous ces carrés ne sont pas de 
même signe, il n’y a pas d’extrémé ; 2° s’ils sont tous de 
même signe, il y a minimé s'ils sont positifs et maximé s'ils 
sont négatifs, pourvu qu'ils ne puissent s’annuler en même 


temps que-pour h — k = l — 0: 3° si tous les carrés sont de 
même signe mais peuvent s’annuler ensemble ou même dis- 


paraissent identiquement, le doute subsiste. 


120. Problème. — Trouver la plus courte distance de deux 
droites de l’espace, non parallèles, A et B. 

Soient &,, &,, a, les coordonnées d’un point «a de la droite A, 
et ,, %,, à, les cosinus directeurs de cette droite ; les coordon- 
nées X, ÿ, 3 d’un point quelconque de cette même droite 
peuvent s'exprimer au moyen d’une variable indépendante u 


par les formules : 


X—&, Y— 3 — A 
(A) — = ; = es = U. 
% 2 3 


De mêmes les coordonnées £, r, € d’un point quelconque de 
la droite B s’exprimeront en fonction d’une seconde variable 


indépendante 6 par les formules : 


€ — b n—b,  C—Db. 
(B) ee 6 L =— 5 — MB QE TC 3 == (Qi 
1 
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où b,, b,, b, sont les coordonnées d’un point » de la droite B 


ct B, 


Soit à la distance de deux points (x, y, z) et (5, , 9) pris 


5,, 8, les cosinus directeurs de cette droite. 


sur chacune des droites A et B. Son carré a pour expression 
(1) D Ce Cr 4 Cm 
C’est une fonction de u et de 6 en vertu des équations (A) 
et (B) et il faut en chercher le minimé. Pour cela, il faut 
annuler ses deux dérivées partielles. En se servant des rela- 
tions : 
s te TE 
\ SX = pp — au + (b, — à;), 
rs - 2 ! ( 
(2) n—y = h,9 —au + (b, — a), 
/ —z = fe — ou + (b, — «); 
et en appliquant la règle de dérivation des fonctions de fonc- 


tions, on trouve ainsi 


HR DROOS > 

NS Sopra e PME ete sels QU 
Ton : ; k r : 

| A dE = (é — x) 5 x Ca N) Be 4 (Se) D Eur 


Ces équations sont susceptibles d’une interprétation géomé- 
trique immédiate. En effet, désignons par 7,, 7,, 7, les cosinus 
directeurs de ia plus courte distance à des deux droites ; on a 

(4) 
et les équations (3) peuvent s’écrire 

Tia À Tode + Tadg = Ù, 
—= 0. 


RS * 40 ee 
— X —= OT Re < 


; 
s —= Ts, 


TRAD! 


1? 1 u 22 


(5) 


ei 
TO 
+- 
«] 
9 
TD 
1 
un 
dd 
co 
Te) 
| 


Elles expriment donc que la plus courte distance est une 
perpendiculaire commune aux deux droites À et B. Les cosinus 
directeurs de la plus courte distance sont fournis par ces der- 
nières équations. En effet, si l’on pose, en abrégé, 


r “ad 2 2 à APRES € ( gps ie (J ee AP 
(6) T, = Los FRE DD NANTES TN TOP Fos 
il vient 
1 Té qe 1 
(7) = Lt o 


AR Pad ne v rn 2 : mat 
ik DS F'; MTS ETS l'; 


La grandeur de la plus courte distance elle-même s’en 
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déduit aussi ; car, en additionnant les équations (4) multipliées 
respectivement par 7t,, %, T:, il vient 
der (Ex) PE (NU) EEE); 
puis, en remplaçant les parenthèses par les valeurs (2) et en 
tenant compte des équations (5) et (7), on trouve 

(S) VIRE Ca (b, Fr &;) nai T (b, + à ) + 73 (b, er 3) 
T, (b, NÉ: &) nu T, (b, TE &) fe T, (b, en &;) ; 

PTS + Te + TS 


Enfin, il reste encore à trouver les valeurs de u et de 6 tor- 
respondant aux extrémités de la plus courte distance. Pour 
cela, on remplace dans les équations (3) les parenthèses par 
les valeurs (2) et l’on trouve, par les propriétés des cosinus 


directeurs d’une droite, les deux équations suivantes : 


1 20° 
Jo CU np COS (A, B) — p = 0, 

Le RES 
|. SF rLENS (AS BED PRE) 


où D: a posé, en abrégé, 
\ p = (b,—a;)a, + (b, — a,)o, + (b, — &;) 43, 
[q=(b—a)f, + (b, —a,)f, + (b,—a;)f. 
On en tire 
p — q cos (À, B) p cos (À, B) — q 
2, hisin (A, D) TOR MA AD) 


, 


GER Cu 
ce qui achève la solution du problème. 


Remarque. — On vérifie facilement que la solution précé- 
dente satisfait aux conditions analytiques d’un minimé. En 
effet, on tire des équations (9) 

20° 20° 


p) 
TE RD COS CA 2 Rue 
du? HOTTES (on d( 


B° dans la théorie 


Donc la quantité représentée par AC, 
générale est égale à 4sin* (A, B). Elle est positive, et il y a 
minimé parce que la quantité À est positive. 
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EXERCICES 


L f(x) = +y —9xy + 27. 
R. Une solution : x = 3, y — 3 (minime). 


2.1(xX V)= xt + yt— 2x LAxy —24%: 
R. Trois solutions : x — + V2, Y — — V2 (minimé); x — — 2, 


V = + V2 (minimé) ; x — 0, y — 0 (pas d’extrémé). 


« 


3. [(X, Y)= x — 2x7 + y — y, 

R. Une solution: x = 0, y = 0 (cas douteux). Comme la fonction peut 
se mettre sous la forme (x — v*) — 1*, on voit facilement qu’il n’y a pas 
d’extrémé, 

On remarquera que cependant la fonction f(ht, kt) de t seul est 
maximée pour { — 0 quels que soient les coefficients h et k. Cet exemple 
prouve que l’existence d’un extrémé de f(a + ht, b + kt) pour { — 0 quels 
que soient het k, n’entraîne pas lPexistence d’un extrémé de f(x, y) au 
point (a, b). 


4. Trouver dans le plan d’un triangle donné un point O tel que la 
somme des carrés de ses distances aux lrois sommets soit minimée, 

Soient (a,, b;,), (&, b,), (a;, b.,) les coordonnées rectangulaires des trois 
sommets, (x, y) celles du point O. Le point O est le centre de gravité du 
triangle : 


OX ==) is + da, SY =D, + h; Hb. 
5. Trouver dans le plan d’un triangle donné un point O tel que la 


somme de ses distances aux trois sommets soit minimée. 
R. Conservant les notations précédentes, il faut minimer 


f(x, Y) = VX — a)? (y — bi} (tro) 


Soient 7,1, r, les droites joignant le point O aux trois sommets, et 
6,;: 0, 0, leurs angles avec Paxe des x. On a, si les dérivées partielles 
s’'annulent, 


«574 


f 


X 


— COS 8, + cos 8, + cos 6, — 0. 


(4 


L’axe des x étant quelcouque, en en conclut que les trois droites 
l',, l», l, font entre elles le même angle. Le minimé a lieu au point où 
les trois côtés du triangle sont vus sous le même angle (120), Ce point 
est facile à construire si les trois angles du triangle sont  120°, Mais 
si l’un des angles, À par exemple, est > 120, ce point n'existe plus. 
On montrera que, dans ce cas, le minimé a lieu quand le point O vient 
coïncider avec le sommet A du triangle. C’est nn exemple remarquable 
où l’extrémé correspond à un point de discontinuité des dérivées, 


CHAPITRE IV 


Fonctions implicites 
Changement de variables 


S 1. Théorèmes d’existence 


121. Théorème I. — Soit F(u, X, y,...) une fonction continue 
des variables u, x, y,... Supposons qu’en un point particulier 
M(u,, a, b,...), la fonction F soit : 1° nulle, 2° difjérentiable, 
3° douée d’une dérivée F{, non nulle. Alors il existe au moins 
une fonction u = 2 (x, y,...) qui se réduit à u, au point (a, b,...) 
et qui, dans son voisinage, satisfaitidentiquement à l'équation 


EU EX) RUE 


enfin toute fonction u qui possède ces deux propriétés est 
différentiable (donc continue) en ce même point (Youn&). 

Il suffira de considérer trois variables u, x, y. Puisque F 
est nulle au point M et que F’, ne l’est pas, on peut d’abord se 
donner un à positif assez petit pour que 

Fu, — à, a, b) et F(u, + à, a, b) 
soient de signes contraires, car F est une fonction croissante 
ou décroissante de u au point u,. Ensuite, puisque F est con- 
linue, on peut se donner un 2’ positif assez petit pour que les 
quantités, aussi voisines qu’on le veut des précédentes, 


F(u, ver 0, X; A et Fu, <& Ô X; Y) 


soient aussi de signes contraires sous la condition que x— a. 
et|y — b|soient << 0. 

Ceci fait, donnons-nous un système quelconque x, y entre 
ces limites ; F(u, x, y) est une fonction continue de uw qui 
change de signe entre u, — à et u, + à et s’annule, par con- 
séquent, dans cet intervalle. Soit u — (x, y) la racine (la 
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plus grande s’il y en a plusieurs) : ce sera une solution de 
F — 0 se réduisant à u, au point (a, b). 

Soient maintenant Ax, Ay, Au les accroissements correspon- 
dants de x, y et de u à partir du point (a, b). Puisque F est 
différentiable au point (a, b,u,), on a 


AP = (Fr + e) Au + (FR +e)AxX + (F; + <")4y = 0, 


où les £ tendent vers 0 avec les À et peuvent done être sup- 
posés aussi petits qu’on veut avec à et 2’. Nous supposerons 0 
16] | 
et 9’ assez petits pour que les € soient < A FH? ‘qui n’est pas 
> | Fr 
nul. Alors l’équation précédente montre que Au tend vers 0 
avec Ax et \y, done que la fonction u est continue au 
point (a, b). 
Cette équation montre, de plus, que la fonction est difJéren- 


tiable au point (a, b), car on en tire 


(Fa + e/) Ax 2k (F5, + el) Ay 


AU —= 


7/ r 
FE u, + Ÿ 
c’est-à-dire 
ne F’, II! IV 
Au == — ÂAx — © Ày + &Ax + EVA y, 
F’ pas ® © 
u, u, ; 


où les : tendent encore vers 0 avec les À, donc avec Ax et AY. 


REMARQUES COMPLÉMENTAIRES. — Si F!, existe et ne S’annule 
pas au voisinage du point (a, b, u,), la solution u de l’équa- 
tion F — 0 est unique. 

En effet, s’il y en avait deux u et w, on aurait, contraire- 
ment à l’hypothèse, pour une valeur U comprise entre u et w’, 


0 = Fu, x, y) — Fu', x, y) = (u — u!) FU, x, y) 
RER AE UR 
Si, de plus, F est différentiable aux environs du point 
(a, b,u,), la fonction u est différentiable au voisinage de 
(a, b), car la démonstration précédente s'applique en chaque 


, 


point (X, y, u). 


122. Théorème II. — Soient n fonctions F,, F,,.., F, de 
m + n variables, à savoir m variables x, ÿ,... el n variables 
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UV, 4, OUDDOSONS QU ELU DOI LNIE(T, D. Us Von Mere) 
Les fonctions F soient : 1° nulles, 2° difJérentiables, 3° telles 
que le déterminant 
CB de AR os LE 
L'ECRAN 
LPO RNA ES 
J.= | Ju. 26 2 


dr, dF, dF, 


| du d6 D | 


ne S’annule pas au point M. Alors il existe au moins un Sys- 
tème de fonctions u, 6, w,.. des m variables X, y,... se rédui- 
sant & u,, V,, w,,... au point a, b,... et Satisfaisant identique- 
ment aux équations F, = 0, F, = 0,... F, = 0 aux environs 
de ce point. Ensuite tout système de fonctions de X, y,... pos- 
sédant ces deux propriétés, est différentiable au point (a, b,...) 
Enfin si les dérivées partielles qui composent le détermi- 
nant J sont des fonctions continues de x, ÿ,... u, 4, w, 2 au 
au point M, J ne s’annule pas au voisinage de M et le système 
de ces Solutions u, ©, w,... est unique (YoUNG). 

Ce théorème se réduit au précédent quand il n’y a qu’une 
seule équation. Pour létablir en général, admettons qu’il ait 
élé déjà établi pour n — 1 équations et montrons qu’il subsiste 
pour n. 

Désignons par JS, J,,... J, les mineurs relatifs aux éléments 


de la première colonne de J ; on a 


dF, dF FAROI 
FA È PAR PRE ULE 
du AT) 1 à “e + du 


Comme J ne s’annule pas au point M, il faut que l’un au 
(] 


DRE AU 


moins des mineurs ne S’annule pas en ce point et nous pou- 
vons supposer que ce soit J,. Dans l'hypothèse où les dérivées 
sont continues au point M, J, ne s’annulera pas non plus dans 
les environs de ce point. | 

Or le théorème est'supposé s'appliquer pour (n — 1) équa- 
tions. Donc, J, étant différent de zéro, il existe un système 
(unique dans la dernière hypothèse) de n — 1 fonctions : 


(2) DEN CTXr Vo tL), LOUE VV EC PS MAL) EEE 


THÉORÈMES D'EXISTENCE 141 


de m + 1 variables indépendantes x, y,...u se réduisant à 
Vs ose AU point (a, b,... u,), différentiables en ce point et 
satisfaisant identiquement aux n — 1 équations : 
(OL (CT Ve NN OT OC PV NN) er 0 

Si l’on substitue ces fonctions dans F,, il vient identique- 
ment | 

HS COCA VS EN) PERD ce ar 

et la relation F, — 0, qui reste seule à vérifier, devient 

(4) D(x, y... u) = 0. 

En vertu du théorème Î, il existe au moins une fonction u 
des m variables x, y,... se réduisant à u, au point &, b,…. 
satisfaisant à l’équation précédente dans le voisinage de ce 


j | dP 
point et différentiable, pourvu que ru s’annule pas en 
ol 


ce point. Mais cette condition est réalisée. En effet, on a iden- 
tiquement 
dP dF dF, oV dF, 2W 


LE | ; SE 
du du JUS OIL dw du 


Multiplions cette identité par J, el ajoutons membre à 
membre avec les identités ci-dessous, multipliées respective- 
ment par J,,J,,..., identités qui s’obtiennent en dérivant par 
rapport à u les identités (3) : 

HR MAC ea 
Ju non au lag ou 
SFR RUE LB 0 W 


D SRE SES 1 LAC AE 
du d0 du ACER OL 


0 — 


. . . . . . . . . . 


Il vient, par (1) el par les propriétés des mineurs d’un 


déterminant, 
dD dd 
CÉTER RES S 1%. d’où sas Let AE 52 
du du 
. : . 7 , dP , Q 
Done, puisque Jet J, sont différents de zéro, Ge l’est aussi. 
u 
Enfin si les dérivées partielles sont continues au point M, la 
dd , 
solution u est unique, puisque AT UeS annulera pas non plus 
ou 


dans le voisinage du point (a, b,...). 
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Si l’on substitue dans les équations (2) la fonction u dont 
l'existence vient d’être établie, on obtient pour u, 0, w,... un 
système de fonctions de X, y,... qui satisfont à toutes les con- 
ditions requises dans l’énoncé du théorème. 


S 2. Différentiation des fonctions implicites 


123. Les fonctions implicites sont celles qui sont définies 
par des équations non résolues. Dans le paragraphe précédent, 
on a indiqué sous quelles conditions on peut s'assurer de 
Pexistence et la différentiabilité de ces fonctions. Leur exis- 
tence admise, la détermination des dérivées et des différen- 
tielles des fonctions implicites se fait, sans difficulté et par 
une méthode uniforme, en différentiant totalement les équa- 
tions qui définissent les fonctions. | 


124. Dérivées et différentielles du 1” ordre. — 1° Considé- 
rons d’abord la fonction implicite y d’une seule variable x, 
définie par une équation (différentiable) unique 

F(x, y) = 0. 
Différentions totalement cette équation (n° 113), il vient 


dF eue dF 
dx 
dx dy 


dy = 0, 


3 \ u . / Le Qi 
d’où nous tirons, pourvu que F, ne soit pas nul, 


F2 d \ Fe 
dy = —-7 dx, —<-- : 
. dx 


2 Hi 
ce qui fait connaitre la dérivée et la différentielle de y au 
moyen des dérivées partielles de F. 

On peut aussi obtenir la dérivée de y sans passer par la 
différentielle. On observe que F(x, y) est une fonction com- 
posée de x qui demeure constante quand on y remplace y par 
sa valeur (x) tirée de l'équation F — 0. Donc sa dérivée sera 
nulle, et il vient, par la régle du n° 112, 

dF dErtidy: 
dx dy dx 


= (), 


ss VIFS ANT 
équation d’où l’on tire aussi ——. Quand on opère ainsi, on dit 


dx 
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souvent que l’on dérive totalement l'équation proposée par 
rapport à x. 
2° Soit maintenant uw une fonction implicite des variables 
indépendantes x, y,..., définie par l’équation différentiable 
BOX EM re) 10; 


Il vient, en différentiant, 


Es dx nu dy + + GE (l 0: 
pere FLE VAA Fire at à 


et Pon tire lPexpression de la différentielle totale 
dx + F,dy + 
AA à , 
pe 


DATE ESS 


pourvu que F°, ne soit pas nul. 
Les dérivées partielles de u sont les coefficients de dx, 
de dy... 


du de du F: 


— … 


XL dy ie 

D'ailleurs ces valeurs s’obtiennent par le même calcul que 

dans le premier cas, en considérant toutes les variables indé- 

pendantes sauf une comnie des constantes, et u comme fonc- 
tion d’une seule variable. 

3° Considérons maintenant m fonctions implicites u, 6, 

d’une seule variable indépendante x, définies par m équations 

différentiables : 

| F;(X Un) 0 

(D) AE) 


Il vient, en différentiant totalement ces m équations, 


)F, dF )F, 
\ UNSS HT Re (lO hits mar 0) 
(2) hhe du dE 
(0152; m) 


Soit J le déterminant des coefficients de du, dé,..., à savoir. 
dF, 2F, 
du dv 
J = | ?F, dF, 
du d6 
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Si J n’est pas nul, on tire des équations (2) les valeurs 
de du, de dv, sous forme de fractions ayant pour dénomina- 
teur commun J. En divisant par dx, on trouve les dérivées. 
D'ailleurs ces dérivées peuvent aussi s’obtenir, sans passer 
par les différentielles, en dérivant totalement les équations (1) 
par rapport à x, ce qui revient à diviser les équations (2) 
par dx. 

4 Passons enfin au cas général. Soient m fonctions impli- 
cites u, v,... de n variables indépendantes x, y,..., définies 
par m équations simultanées différentiables : 


LÉ N ETERUE0) 0 


l 
(D | (EN m1) 
En différentiant totalement ces équations, il vient 
dF; one dF; df", 
a GRR ET Eee SET EEE D 
(2) 3 00% dYLRr du dv 
( (10:12, 57m) 


Soit, comme dans le cas précédent, J le déterminant des 
coefficients de du, dv,... Si J n’est pas nul, on résout les équa- 
lions (2) par rapport à du, dv, On obtient ces différentielles 
sous forme de fractions ayant J pour dénominateur commun et 
dont les numérateurs sont linéaires par rapport à dx, dy, 
Les dérivées partielles d’une des fonctions sont respectivement 
les coefficients de dx, de dy,.., dans la différentielle de cette 
fonction. Elles s'expriment donc rationnellement au moyen 
des dérivées partielles des fonctions F; par rapport aux varia- 
bles x, y,... u, 6, et elles ont J pour dénominateur commun. 
On peut aussi les obtenir directement, comme dans le cas pré- 
cedent, en considérant u, Ÿ,... comme fonction de x seul, 
de y seul, etc. 


125. Dérivées et différentielles successives. — Les dérivées 
et les différentielles du deuxième ordre, du troisième, etc... 
s’obtiennent, par Papplication des.mêmes principes, en diffé- 
rentiant ou en dérivant totalement deux fois, trois fois... 
l'équation ou les équations proposées, toujours supposées 
différentiables. Aucune notion nouvelle ne s’introduit, mais il 
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faut observer que, dans ces différentiations successives, les 
différentielles premières des variables indépendantes doivent 
être traitées comme des constantes, tandis que les différen- 
tielles des fonctions sont elles-mêmes des fonctions ayant des 
différentielles successives, différentielles que lon désigne par 
les caractéristiques d, d°,.. d" el qui sont précisément les 
inconnues que lon cherche. 

Soit d’abord à déterminer les .dérivées successives d’une 
fonction y de x, définie par une seule équation F(x, y) = 0. 
On a, en dérivant successivement, 


dF dF dy 0 

dx OL DIEU 

d°F HUMOUR ACTES JF TT 
PROS A rl —— = 0, 
ca dxdy dx ANR HA LORS 


La premiere équation donne Dy, la deuxième D?y apres 
qu'on y a remplacé Dy par sa valeur, la troisième D*y après y 
avoir remplacé Dy et D°'y par leurs valeurs, et ainsi de suite. 

Passons enfin au cas général où m fonctions u, 6,... des n 
variables indépendantes x, y,... sont définies par le système 


de m équations : 
HORS NRA) ==) (HET D ENT) 


En différentiant de proche en proche, en en tire les systèmes 


successifs : 


> l ù l | p) | h : ; 
NET 2 Y + + Fu + E + …] = 0 
F, 


ù ) è L > dE; 
—— dx + +— du + ER + =——du+-— do +... 
ox du du dE 


| 


0, 


Le premier système donne du, dv,... Portant ces valeurs 
dans le système suivant, en en déduit d'u, dv, et ainsi de 
suite. On a chaque fois à résoudre un système d'équations 
linéaires : les inconnues sont du, dv, dans le premier ; 
d'u, d’v,... dans le second, etc... On remarquera que le déter- 
minant des coeflicients des inconnues est J supposé différent 
de 0, le même dans tous les systèmes, 

10 
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Les dérivées partielles d’ordre p des fonctions u s’obtiennent 
encore, par le principe du n° 109, en identifiant la valeur 
obtenue pour d'u avec l'expression générale de cette différen- 


tielle 


Due dr | 
ŒU — Ryan Fra EE 


On peut aussi déterminer ces dérivées par des dérivations 
totales successives effectuées sur les équations proposées par 
rapport à chacune des variables indépendantes, mais le pro- 
cédé par différentiations totales successives sera généralement 


plus pratique. 


EXERCICES 
1. Calculer les dérivées successives de la fonction y de x définie par 
l'équation 

Log VX + y?= arc te 18 

gx Try" Aarcio 
x 

R (RS ce Ed MNT lee Te 

. : —= , = MES sense 4 ON 
AXE YU CUX (x — y} 


2. Dérivées successives des fonctions y et 3 de x définies par les deux 
équations 
Lu me nn A NU ln LOS te I 


dy _3—x dy 3b— a 


ee 98 010 


R. Æ _ 
dx y—3 dx? (3—7y} 


= 


3. Différentielles totales et dérivées partielles de la fonction 3 des 
variables x et y définie par l’équation 


2 3 2 
X Y PES 
pret 
a b 0 
9 N 
cf x V 
in A A3 = — ———: 1x +- _. dy 
a NT D P? 
1 2 21 RO se 2 -2 2 
+ c % z ibn ee) cd ON 4 Le 
ds = — — = + = = + ——" dxdy etes RE | D 
2 a c? a? ab? b°? c) b? 


4. Différentielles totales et dérivées partielles des fonctions 3 et u de x 
et y définies par deux équations 
XHYF3tTu— a. XP LYS LS Lu — D. 


Reda = UN) CRU er (TEL 
Fo DIE 1 : LU — > 


ss... 


9. Etant données deux équations entre quatre variables x, y, u, 6, on 
peut considérer u, 6 comme fonctions de x, y où X, y Comme fonctions 
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de u, +. Les dérivées partielles de «, 6 dans la première hypothèse, celles 
de x, y dans la seconde, vérifient les équations 
CHE X de dx | du dy d0 dv 


x du g: RE UE dx du L OC 06 Li 


et deux autres analogues qu’on obtient en permutant x et y dans les 
précédentes. 


S 3. Extrémés liés 
126. Extrémés liés d’une fonction explicite de deux varia- 


bles. 
bles x et y liées entre elles par une équation différentiable 


Soit f(x, y) une fonction différentiable de deux varia- 


F(x, y) = 0, 


en sorte que f ne dépend en réalité que d’une seule variable, 
par exemple x. Il s’agit de déterminer ses maximés et ses 
minimés. Ceux-ci sont ce qu’on appelle des maximés ou des 
minimés liés. 

En supposant toujours satisfaites les conditions d'existence 
et de continuité, on est donc conduit à annuler la dérivée 
totale de f(x, y), y étant considérée comme fonction de x. 
D’autre part y’ s’obtient en dérivant l’équation F(x, y) = 0. 
On trouve ainsi les deux équations : 

dr dF oF 


0 1= 0 
ES Lee MANS SRE 


d’où l’on tire, en éliminant y”, 


D dF 2. 


Cette équation, combinée avec F = 0, donnera les systèmes 
de valeurs de x, y pour lesquels f peut être extrémée. La dis- 
cussion pourra se faire au moyen du signe df. 


127. Cas général. Supposons que l’on cherche les maxi- 
més et les minimés d’une fonction différentiable, f(x, y,.…, 
u, Ÿ,...), de m + n variables liées entre elles par n équations 


indépendantes et différentiables : 


(1) HO ENS tite} =="0), (DT) 
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de sorte que f ne dépend en réalité que de m variables indé- 
pendantes, par exemple x, y, Laissant de côté les cas de 
discontinuité, tout système de valeurs de ces m variables qui 
extrémera f devra annuler sa différentielle totale (n° 119). 
D'autre part, les équations (1) peuvent être différentiées tota- 
lement. On est donc conduit à poser Le système de (n + 1). 


équations : 


TE Al NAS nai # 
Eee dx + rs Le OCR Fe Sn +- RE O, 
dF; 2F, dF, 
() TN VE RUE LE FAT re UE 
| ox dy du 


(1 =1, 2;...n) 


Entre celles-ci, on peut éliminer les différentielles du, dv, 
des n variables dépendantes. L’équation résultante sera de la 
forme 


MANN AUS 
et, comme elle ne renferme plus que les m différentielles arbi- 
traires, elle se décompose en m autres : 
M°=—=10; NEO 


qui, jointes aux n équations (1), constituent un système de 
(nm + n) équations simultanées entre les m + n inconnues 
x, NAN u, .. En résolvant ces équations, on trouve les sys- 
tèmes de valeurs des inconnues qui peuvent extrémer f. Il 
restera à discuter ces valeurs au moyen du signe de d?f ou 
par toute autre méthode, cette discussion étant généralement 


tres compliquée. 


L’eli- 


mination des différentielles entre les équations (2) du numéro 


128. Méthode des multiplicateurs de Lagrange. 


précédent se fait de la maniere la plus commode par la méthode 
des multiplicateurs, qui introduit plus de symétrie dans les 
calculs. On multiplie respectivement les équations:(2), hormis 
la premiere, par des facteurs constants à déterminer À,, À... }n, 
puis on additionne toutes les équations membre à membre. On 
trouve un résultat de la forme 


Adx + Bdy + -.- + Pdu + :: = 0. 
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On imagine que l’on dispose des n facteurs arbitraires À de 
manière à faire évanouir dans cette équation les coeflicients P,. 
des ñn différentielles du, qui ne sont pas indépendantes. Alors 
il ne reste plus dans l’équation que des différentielles arbi- 
traires, de sorte que les autres coefficients doivent également 
s’annuler. On est ainsi conduit à annuler les coeflicients A, 
B,... P,... de toutes les différentielles, ce qui fournit m +n 
équations : 

Dee Doha Ware 
de 


3 
(3) 2 
du Roi du DT 


Les systèmes (1) et (3) renferment en tout m +2n équations, 
qui serviront à déterminer les valeurs des m + n variables x, 
Y,... U,,.. ebdes n multiplicateurs inconnus À,, À,,... Àn. 


REMARQUE I. — Le système (3) est le même que celui que 
l’on forme en cherchant les extrémés libres de la fonction ® 
définie par lexpresssion 

D PE XE EX +" ,E,, 
dans laquelle on considère x, y,... u,... comme “ie. variables 
indépendantes et À,, À... À Comme des constantes. 


REMARQUE IT. — La considération de la fonction ® est aussi 
commode pour la discussion du signe de df. En effet, on a 
{ = db en vertu des équations (1) ; d’où 


Œf = d®. 


Remplacons d’® par son jen 


n d 
e dx +. + — du +: œ A d'U-r. 
dx du 


où les termes en du, dv... disparaissent, en vertu des équa- 
tions (3) ; il reste 


} à 2 
df — l, dx 2e + ST UE +) ®. 
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On peut donc remplacer d°f par dE et calculer d’ comme 
si les variables x,... u,... étaient indépendantes et les À con- 
stants. Bien entendu, pour la discussion du signe de d*f,il fau- 
dra peut-être encore éliminer les différentielles premieres du,.. 
des variables dépendantes, mais l’introduction de ® a l’avan- 
tage d’éliminer inimédiatement leurs différentielles secondes. 


EXERCICES 


1. Trouver la route que doit suivre un rayon lumineux pour aller d’un 
point À à un point B dans le moindre temps possible. Ces points sont 
situés dans deux milieux distincts où les vitesses de la lumière sont 
respectivement u et 6. On suppose plane la surface de séparation des 
deux milieux, 

R. On voit de suite que cette route est dans le plan mené par A et B 
normalement à la surface de séparation. Soient a et b les distances de A 
et de B au plan de séparation, x et y les angles respectifs du rayon inci- 
dent et du rayon réfracté avec la normale à ce plan. La fonction qui doit 
être minimée est 

a b 
u COS X “ 0 COS Y 


(x; M") = 
avec la condition 
a tg x + btg y = const. 
On trouve sin x : Sin ÿ — u : +. 
2. Plus courte distance d’un point à un plan. 


3. Triangle de périmètre minimé inscrit dans un triangle donné. 
R. C'est le triangle formé en joignant les pieds des trois hauteurs. 


4. Déterminer les axes de la section faite dans un ellipsoïde par un 
plan. 
R. Soient, en coordonnées rectangulaires, 
KA Te) Mons: 


Lxre e — 1, Ix LE my + nz— 0, 


a? b° € 


les équations de Pellipsoïde et du plan. On doit extrémer la fonction 
r? — x? +- Ne s?, 


les variables étant liées par les équations précédentes, 
La méthode des multiplicateurs donne 


ee Y 3 
EC REE M + del = 0, os ie USA MS si do NE 


On en tire 


: 1 al \? bm 2 en ? 
ES À DE ne tea Een pe 
À ) (æ ES a) d ( re <) ne (a 3 =) ; 


3} 
\) 
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Les carrés r? des demi-axes de la section sont les deux racines de 
l'équation 
al? b?m°? cn? 


ce 


D a rt — pt 1 — ci 


— (). 


». Même problème pour la surface d’élasticité 
R. On trouve, pour déterminer les extrémés de r, équation 


l° À m” n° 
2 


6. Déterminer les axes de la conique qui a pour équation en coordon- 
nées obliques 
ARE DXY-PAUGy EE NIT- 
R. Soit 0 l’angle des axes. Il faut extrémer 
D x vr +2 xy cos 0. 
La méthode des multiplicateurs donne 
AX + By = À(x + y cos 6), Bx + Cy = À(y + x cos 6). 
D'où Àr° — H et les valeurs de À sont les racines de l’équation 
(A — )) (G— }) = (B — À cos 8). 


. Problème analogue pour une surface du second degré. 


LS | 


8. Partager le nombre positif a en trois parties x, y, 3, telles que 
f = xm yn 3p soit maximée (m, n, p étant positifs). 
VINS a 


m n DT (LIN 


maximé se vérifie immédiatement car on a, pour ces valeurs de x, y, 3, 


R. On trouve facilement . Le caractère d’un 


nm hiy pis). 
CHE { me + Fe 1 Le | f-0. 
: : 2) 


S 4. Changement de variables 


Il arrive fréquemment que l’on doive transformer Les expres- 
sions différentielles en substituant de nouvelles variables aux 
anciennes. Ces calculs se font par l’application des règles 
générales de différentiation. Mais il peut être utile d’indiquer 
un procédé systématique pour effectuer les transformations 
les plus usuelles. Nous commencerons par résoudre une ques- 
tion préalable. 


120. Dérivées successives d’une fonction par rapport à une 
autre fonction. — Jusqu'ici, pour calculer les dérivées succes- 


152 CHAP. IV. FONCTIONS IMPLICITES. CHANGEMENT DE VARIABLES 


sives de y par rapport à x, on a considéré x comme la variable 
indépendante et supposé dx constant, auquel cas on à 
dy > 5 hôte nl d'y 


Div Div ne [VE ee 
x) dx? x} dx?° x) dx 


La premiere formule subsiste même si x est une fonction 
(n° 53, V), mais il n’en est plus ainsi des suivantes qui sup- 
posent dx constant (n° 69). Pour calculer les dérivées succes- 
sives de y par rapport à x au moyen des différentielles suc- 
cessives de ces deux variables, sans choisir X comme variable 
indépendante, il suflit d'appliquer successivement la première 
formule en observant les règles générales de différentiation. 


On trouve, de proche en proche, 


De dy | 
ù dx 
d 8, 
(1) p2y— d.Dxy __ dx _ dxd’y — dyd’x 
oi dx dx HR , 
Dig CDS L GES — AY) — HENRY — dd), 
Fe dx dx 


et ainsi de suite. La loi générale est assez compliquée. 

Soit maintenant { la variable indépendante. Proposons-nous 
d'exprimer les dérivées successives de y par rapport à x au 
moyen des dérivées successives de x et de y par rapport à t. 
En désignant par des accents les dérivées par rapport à {, on a 


AXE CLR ER A ER RAA TS 
AV VA ET RQ 


Substituons ces valeurs dans les formules (1), dt disparait du 
résultat, car les seconds membres sont homogènes et de degré 0 
par rapport aux indices de différentiation. Il vient donc 


| x"3 
| ER ASE x'(X VI x; 3 y'x!") ZA. 3x"(x'y" Ex yY'x") 


us » etc. 
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130. Fonction d’une seule variable. — Soient y une fonc- 
Lion de la variable indépendante x, et 
Ps 247 \ 
vos fs. _ dy d — 
CN Le 
une expression renfermant x, y et les dérivées de y par rap- 
port à x jusqu’à un certain ordre. La transformation de cette 
expression par un changement de variable donne lieu à deux 
problèmes principaux : 

l° Changement de la variable indépendante. Etant donnée 
une relation 

(3) Xe t) 
entre x et une nouvelle variable {, on choisit { comme variable 
indépendante au lieu de x. I s’agit d'introduire { au lieu de x 
dans V et, par suite, les dérivées de y par rapport à t au lieu 
des dérivées par rapport à x. 

Ce problème peut être résolu au moyen des formules (2), où 
l’on trouve les valeurs des dérivées de y par rapport à x en 
fonctions des dérivées x’, x”.…., y’, y”... de x et de y par rap- 
port à {. On substitue ces valeurs dans V, et l’on remplace 


! 44 


LV OU DD IOULSEEXDICSSIONnS (1); DL). 16/(1),.-. tirées 
de (3), le problème sera résolu. 
2° Le deuxième problème est celui du changement de toutes 


Les variables. Etant données deux équations 


x = o(t,u), y = (tu), 


entre x, y et deux nouvelles variables f, u, on demande d’ex- 
primer V au moyen de t, u et des dérivées de u par rapport à £. 
Dérivons totalement les équations données par rapport à {, en 
considérant X, y, &w comme des fonctions de { prise comme 
variable indépendante. Nous en tirons, de proche en proche, 


!, y", de x et de y par rap- 


les valeurs des dérivées x’, y’, x 
port à { en fonction de t, u, u', uw”... Substituons ces valeurs 
dans les équations (2), nous obtenons des expressions de 
Dky, Diy,... que nous porterons dans V. Le problème sera 
résolu. | 

Ce cas se présente lorsque, une grandeur géométrique étant 


exprimé en coordonnées rectangulaires x et y par une expres- 
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sion telle que V, on veut la transformer en coordonnées 
polaires r et 0 par les relations 
XI=RTCOS Vi TSI: 
Les accents désignant des dérivées par rapport à 0, on a 
x! = 1 cos Ü — r sin b, VTT SMIC COSU, 
x"=7r" cos — 27r"sin6— rcos 6, y”—=7r"sin 4+2r cos Ü— rsint 
et les relations (2) deviennent 


D r sin () + 7° COS ü D? 1? 9 p/? — D 4 DE 
sY pe Ne A re 
”  r'cosô— rsint é (r' cos — rsin 4) 


On substitue ces valeurs dans V. 


Nous n’étudierons 


131. Fonctions de plusieurs variables. 
que le changement des variables indépendantes et nous sup- 
poserons, pour abréger, qu’il n’y en ait que deux, mais la 
méthode sera générale. Soit 3 une fonction de deux variables 


indépendantes x et y, et 


dZ dr nd 
Je 


V — ES 14 Z = , = 
APS 


une expression renfermant les variables et les dérivées par- 
tielles de 3 jusqn’à un certain ordre. On donne deux relations : 


(4) x == œ(u, 6), y = Ÿ(u, ?). 


On choisit u, 6 comme variables indépendantes et l’on 
demande d'introduire u, + au lieu de x, y dans V, et, par 
suite, les dérivées de 3 par rapport à u, 6 au lieu de celles par 
LADDOrbA ZX, 

Calculons d’abord les dérivées premieres de 3. A cet effet, 
différentions totalement les équations (4) et résolvons le sys- 
tème obtenu par rapport à du, de. Nous obtenons 

du = adx + bdy, dv = a,dx + b,dy, 
où &, b, &a,, b, sont des fonctions connues de u, 6. Considérons z 
comme une fonction composée de x, y par l’intermédiaire de 
u, 6 ; il vient 
3 d3 du d3 à 3 33 
eau de ie nn Hoi 
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et, de même, 
d3 dZ dZ 
1) + D 
dy du | 2p 
Ce sont les valeurs cherchées. Les dérivées suivantes se cal- 


culent, de proche en proche, par les mêmes formules. Nous 


voyons, en effet, que les opérations 


d : + 4 © } - + ] 2 
EEE Re ) one pen F en 
du Rene du & 


p) 
sont les transformées en u, 6 de - 


dérivées du second ordre seront 


(? 
de en ni ù ne à 
Joy | E0) tee du ET 
ù 


23 ù dz dz 
UT 0 (» ÉCRr Fe) (2 Spin Fe 


Portons les valeurs 


ainsi obtenues dans V 
résolu. 


, le problème sera 


132. Premier exemple. — Soit H une fonction de deux 
variables, x, y. On demande de transformer l'expression 


d’H d’H 
LE J dy? 


V — 


par les formules de transformation des coordonnées rectan- 
gulaires en coordonnées polaires dans le plan : 


X = U COS Ÿ, y = usin 6. 


Suivant la méthode générale, on différentie les équations 
données et il vient 
dx = (cos +) du — (sin ©) u dv, 


dy = (sin +) du + (cos ©) u dv ; 
d’où 


du = cos 6 dx + sin 6 dy, 


u dv = — sin v dx + cos 6 dy. 
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On en conclut 


H 1 ù 1 00 

x (cos “HS eu 0 i mA 
H : ù COST TA 
0 NN 


ensuite, par la répétition de ces opérations, 


d-H ù SIL OU PoIAE [I 
— = [COS 6 —— — 220 E 
dX ù ) 


ul ul d( 


sin 6 cos 6 dH sin? 0H sin 6 cos 6  dH 


ir 84 ee = — = = , 
LE d( ul du ul de 
d’H À ù 4 COS 6, à \? I 
ET SIN 60 — —- j 
dy” du u dE 


u” de ul du ul de 


sin 6 cos 6 dH 4 cos? 6 dH sin 6 COSE 2H 


En additionnant les deux dernieres formules, il vient 
d°H d°H d°H 100 JA 


D — + ——— — 
(5) ox. dy” du u du 


Fu jp? 
133. Deuxième exemple. — Soit H une fonction de trois 

variables x, Y, z. Transformer l’eXpression 

d°H s HP AMo EH 

dy” + dz° 


par les formules de transformation des coordonnées rectan- 
gulaires en cordonnées polaires dans l’espace : 


x = rsin cos, y = rsinbsines, 3 = r cos |. 

On simplifie le problème en faisant la transformation en 
deux fois. Posons d’abord r sin 6 — u et éliminons x, y par les 
relations 

X = U COS, yÿ = using; 


il vient, par la solution (5) du problème précédent, 


l Hi ST LI 
(6) MR RE 


dy” du” u? dv? u du 
Eliminons ensuite 3 et u par les relations 


== IMCOS 4, == SUN: 


Qt 
En | 


CHANGEMENT DE VARIABLES l 


il vient, par la même formule, 


d'H d'H d°H Let 1 2H 


2? 


mou or Ur 6 ro 


dH _ 
On a ensuite, par le calcut qui donne 5 au n° précédent, 
| y 


dH — RÉ CO os 4. 2H 
— S See Rs 
dr A ET 
co IT d’H 
Remplaçons dans (6) u, En el ue Par leurs valeurs tirées 


des trois dernières équations, il vient 


Ne He Ro DR ERP ANT COLA 
NOT : TE où À reginté d2? 2 EURE ET 
Transformation de Legendre. — Dans certains cas, les rela- 

lions qui lient les nouvelles variables aux anciennes ren- 

ferment aussi leurs dérivées. La transformation de Legendre 
en est un exemple remarquable. Soit 3 une fonction des deux 
variables indépendantes x, y. On pose 


03 z 
) = —— f = -—: 
1 7 2x ( dy 


SD 
? 


On suppose qu'il n’y ait pas de relation entre p et q et que 
l’on se propose sante les dérivées secondes de 3 par rap- 
port à x et à y en prenant p, q comme nouvelles variables 
indépendantes, et, comme nouvelle fonction, la variable «x 
définie par l’équation 

HEC DX Ali 
\ 

En différentiant celte relation et en observant que l’on a 

dz = pdx + q dy, 
il vient 
du = x dp + y dq. 


On en conclut, q et p étant indépendants par hypothèse, 


158 CHAP. IV. FONCTIONS IMPLICITES. CHANGEMENT DE VARIABLES 


puis, en différentiant ces deux relations, 
À 


ù 
lp Re dq = dy. 


du d° du ; 
dp dq ‘ dq 


DRE — dx, 


Les différentielles dx et dy étant arbitraires dans ces deux 


équations, on en conclut que le déterminant 


ddl d'u | 


HER ri 
ip dde dp dq 


est différent de zéro par hypothèse. Par suite, ces deux équa- 
tions peuvent se résoudre par rapport à dp et dq etil vient 


ans Le PAU NOR EURE; r d ou d TRUE 
1 HT ENS DUT IE 1H dp° ” dpdq } 


Portant ces valeurs dans la différentielle totale 


d’z = dp dx + dq dy, 


obtenue en considérant x, y comme les variables indépen- 
dantes, dx et dy comme constants, on trouve enfin 


pur T: d'u d°u 
11 NRA ER PO Re a RO PP 
dus q° dx TR: dx dy + +. d\ 
Cette formule résout la question. On en conclut 
De TRE LT Et DURE 
x HU Tgs dpdq H dp dq” dy? H 2p 
EXERCICES 


1. Exprimer les dérivées de y par rapport à x en fonction des dérivées 
NX Ds 106 Dal TADNOTLO )s 


{ 2 x!! 3 3x//?2 S=- x! x"! 
A: Dxy == er? DE = 13? D) == BY er Aie etc. 
5 5e x 
2. Transformer, en prenant y comme variable indépendante, l'équation 
AECSY [dy \2 
LAS RE RAR A R. x 0. 
AXEUXS dx? 


3. Transformer, par la relation x = cos t, l'équation 


7 A 2] 
49 4 


dx? dx 


(1 — x? + ay = 0, REA 0 


4. Transformer, par la relation x — | 1 — #, l'équation 
ALLAN a dy 
X— X?) 2 LA — 3x) 2 — xy = 0. 
(x 2) 5 + ( RS 


C4 


2 
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R. L’équation conserve la même forme, { prenant seulement la place 
de x. Donc, si y = (x) est une première solution de léquation, 
y = (V1 — X?) en est une autre. 


». Transformer, par les relations u = xy, = 1:7y, l’équation 


ù 2 Z 9 o p) 3 3 ù 3 CN 
à 5] + es XV” LA + Ch Fa Y°) Er + XY"S = 0. 
x? % y 


R. L’équation conserve la même forme, u et 6 prenant respectivement 
la place de x et de y. Donc, $i°3 = ®(x, y) est une première solution, 
# 1 : 
0 re) en est une autre. 


mn 


6. Soit H une fonction des trois variables x, y, 3. Transformer les 


deux expressions NS ER à 
CHR CIN ra | ARR HT 
A, — + | — À, — pu 
; dx dy 1 Dan ï dx? zh dy? de À 


par la substitution orthogonale 


x = au + bo + cw, RDS CE | aa + bb! + cc'= 0. 
y = au + b'o + c'w, ÉD EEE CET, AU bb cc 0, 
3 — du E bo + Cl, arr HE BE E C2 1, a'a!! + b'b" + c'e!" — 0. 


R. Les expressions A et À, conservent la même forme, u, +, w rem- 
plaçant x, y, 3. 


CHAPITRE  V 


Intégrales indéfinies 
Méthodes classiques d’intégration 


S 1. Procédés généraux d'intégration 


135. Problème des quadratures. — Le calcul intégral est 
l'inverse du calcul différentiel. IL a pour objet de remonter des 
relations données entre les variables et leurs différentielles aux 
relations qui existent entre les variables seulement. 

La première question traitée dans le calcul différentiel était 
de trouver la dérivée ou la différentielle d’une fonction donnée. 
Le calcul intégral doit débuter par la question inverse : 

Une fonction f(x) étant donnée, trouver toutes les fonctions 
qui ont f(x) pour dérivée ou, ee qui revient au même, f(x) dx 
pour différentielle. 

Ce problème a reçu le nom de Problème des quadratures, 
d’après le problème de géométrie auquel il est étroitement lié 
el que nous étudierons plus loin. On doit d’abord se demander 
s’il existe toujours une fonction ayant pour dérivée f(X), ou si 
le produit de f(x) par dx constitue toujours une différentielle. 
Nous prouverons bientôt, en exposant la théorie des inté- 
grales définies, qu’il en est bien ainsi dans tout intervalle où 
la fonction f(x) est continue. Nous admettrons provisoirement 
ce résultat dans le chapitre actuel et nous supposerons une 
fois pour toutes que cette condition de continuité est réalisée 
dans les théorèmes généraux que nous allons énoncer. 


136. Fonction primitive. Intégrale indéfinie. — Une fonc- 
tion F(x) qui a f(x) pour dérivée ou f(x) dx pour différentielle 
s'appelle une fonction primitive de f(x) ou une intégrale de 
f(x) dx. On dit aussi improprement une intégrale de f(x). 
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La connaissance d’une seule fonction primitive de f(x) four- 
nit la solution complète du problème des quadratures. On a, 
en effet, le théorème suivant : 

Soil f(x) une fonction continue ; si F(X) « pour dérivée f(x) 
dans un intervalle (a, b), l'expression 


F(x) + C 


où G est une constante arbitraire, représente, dans cetle inter- 
valle, toutes Les fonctions qui ont pour dérivée f(x). 

En effet, F(x) + C a pour dérivée f(x); et, réciproquement, 
toute fonction qui a f(x) pour dérivée, ayant la même dérivée 
que F(x), ne differe de F(x) que par une constante (n° 63). 

D’après cela, la fonction F(x) + CG où C est une constante 
arbitraire, est la fonction la plus générale qui ait f(x) pour 
dérivée et f(x) dx pour différentielle. Cette fonction se nomme 
l'intégrale indéfinie ou générale de f(x) dx et se représente 
par la notation 


| f(x) dx, 


qui comprend implicitement Ia constante arbitraire. 


137. Propriétés qui résultent immédiatement de la défini- 
tion de l’intégrale. — On a, par définition, la relation 


d | f(x) dx = f(x) dx. 


Donc les signes d et | se détruisentquand le signe d est place 
devant le second. 


’areillement on a, par définition, 
D | HÉGUÉSE SAME 
2° F(x) étant une intégrale de dF(X), on a 
| d F(x) = F(x) + C. 


Donc les signes d et | se détruisent encore devant F(x) 
quand le signe d est le second, mais il faut ajouter une con- 


stante arbitraire à la fonction F(x). 


11 


162 CHAPITRE V. INTÉGRALES INDÉFINIES 


3° Un facteur constant peut être mis hors du signe d’inté- 
gralion, c’est-à-dire que, si «a est constant, 


ar (x) de ali) 


En elfet, un facteur constant «a peut sortir du signe de déri- 
valion, donc les deux membres ont la même dérivée af(x) et 
ne peuvent différer que par une constante. Mais comme ils 
comprennent tous deux une constante arbitraire, ils ont le 
même sens. 

4° L'intégrale indéfinie d’une somme de différentielles est 
égale à la somme des intégrales de chacune des différen- 
tielles. Ce théorème est exprimé par la formule 


MO CEEE  S P T ART L | dx + 


« . “ 


En effet, la dérivée d’une somme est la somme des dérivées, 
donc les deux membres,ayant la même dérivée (u +6 — 6 +), 
ne différent que par une constante ; mais comme leur défini- 
tion comporte une constante arbitraire, ils ont la même signi- 
fication. IL est vrai qu’il y a, en apparence, plusieurs constantes 
arbitraires dans le second membre, car chaque terme en com- 
porte une à lui seul, mais comme ces constantes s'ajoutent 
entre elles, elles se réduisent en réalité à une seule distincte. 


138. Intégration immédiate. — Les résultats trouvés dans 
le calcul différentiel permettent d’écrire immédiatement les 
intégrales de quelques différentielles simples. En effet, lorsque, 
dans l’expression à intégrer, on reconnait la différentielle 
d’une fonction connue F(x), il suffit d’ajouter à celle-ci une 
constante arbitraire pour obtenir l’intégrale. Cette remarque 
appliquée au tableau des différentielles des fonctions élémen- 
taires, conduit à former le tableau suivant qu’il importe 
de bien posséder par cœur : 


ER AR ES dx \ 
| NAUXE Fa + OC, | mn Te Log x + C, 
| À: dx = Log A + C, | (& 1< — € + GC; 
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| sin x dX = — cos x + CO, | COS XX = SIN X EC, 
UX S voux 
| tr x + C, | = —— — cot x + C. 
} cos? x sin® x 
| ss ty x + C SE 
— = arc {g x i = — arc cot x J 

IDR Fe 
MMA X 

VA = AIC SIN X + C == — arc cos x + C, 

/ _— EN . 


_ 


| dx LC 
a dl SeCX DE 
xx? —1 


arc cosec X + GC. 


Nous allons indiquer maintenant les principaux artifices à 
l’aide desquels on peut ramener lPintégration des différentielles 
plus compliquées aux formules du tableau précédent. Ces 
artifices sont au nombre de trois : 1° Décomposition en éléments 
simples ; 2° changement de variables ; 3° intégration par 
parties. 


139. Intégration par décomposition. — (est l’application 
de la propriété énoncée n° 137 (4°). Si lon parvient à décom- 
poser la différentielle f(x) dx en une somme de termes que 
l’on sait intégrer, en faisant la somme des intégrales de chaque 
terme, on obtiendra l'intégrale de f(x) dx. 

Cette méthode s'applique à un polynome : 

22 x!! 1 


| (OC RE OnXt) XXE A, 2e LH ce + re C, 
dd [D Î 


Elle s’applique aussi à d’autres fonctions ; par exemple, 


| «x ISIN ECO EX) LT | dx L | TA 
Sin ex COS EX SIN ICOS OX } cos x sin° X 
dx 2 
_- A UD = COL Ut Ce 
PSInt x COS 1x 


140. Intégration par substitution. — Celte méthode résulle 
de la regle de différentiation des fonctions de fonctions (ou de 
l’invariance de forme de la différenlielle). Proposons-nous 
d'exprimer | f(x) dx à l’aide d’une nouvelle variable £, liée à x 
par l'équation 
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Je dis qu’il suffit de faire la substitution sous le signe |, e’est- 
àa-dire que l’on a, 4(t) ayant une dérivée continue 4(1), 


| FO) dx = | fle(D] #0 du. 


En effet, les deux membres, ayant des différentielles égales 
f(x) 4x = fle(0]z (0 dt, 


ne peuvent différer que par une constante, mais comme ils 
comportent une constante arbitraire, ils ont le même sens. 
On voit que si l’on choisit la substitution de maniere à 
ramener f(x) dx à une forme que l’on sait intégrer, on obtien- 
dra l'intégrale en fonction de {. Pour lexprimer en fonction 
de x, il suffira d’y remplacer t par sa valeur tirée de x = #(t). 


: or APE «al 
On obtient ainsi, par les substitutions x — — et x — re 
a ) 
" { cs s et eAX 
| enmAxX=— \e' dd=—+C=—+c, 
: &Œ. « 
{ Hi | dt Î l TDR | 
MN UE ,=— arc tg { + C—= —-arctg + C. 
ke 1 pix? 5 lu ce cb 5; 


De même, par la substitution x — p = qt, on obtient linté- 
grale, que nous rencontrerons bientôt (n° 148) : 


| Tux CHEN Pare 6) 

| Z : . | -=arc tg {+C=arc (Re C. 
(x—p)° + q° 1+t ET 

REMARQUE. — Dans les cas simples, il est inutile d’intro- 


duire de nouvelles lettres et la substitution se fait mentale- 
ment. Ainsi on écrit, sans passer tout au long par la substi- 
tution 2(x) — t, 


| LRACIPS Log (x) + C. 


p(x) 


En particulier, 


Hi DN RD FN TE Load Mb X)E RC 


2 (X AD) X RTC) Etre N re : + 
| (X— pie a. ee. FE q Log [x==p) "Fée 


| FERA | CIURDX) l 


141. Intégration par parties. — Cette méthode est une con- 
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séquence de la règle pour différentier un produit. Soient u et 6 
deux fonctions de x, on a 


d'u = u dé + 6 du, d’où u de = dut — + du. 
Il vient donc 


| u de — | DUC NCIS 


Mais le premier terme du second membre est égal à ue + C; 
et comme cette constante C peut être comprise dans le second 
terme, il reste simplement 


Lu do = uv — | 6 du. 

Cette formule constitue la règle d'intégration par parties. 
Elle ramène l'intégration de u dv à celle de © du, qui peut être 
plus facile. 

Soit, par exemple, à intégrer xe* dx. On pose x = u et e*= 6 
(d’où e*dx = dv). Il vient alors r 


| xe* dx = xe* — | e* dx = xe* — e* + C 


142. Combinaison de diverses méthodes. — Il faut souvent 
employer successivement plusieurs des méthodes précédentes 
pour effectuer l'intégration. En voici des exemples : 

1°) En intégrant d’abord par parties, ensuite par substitu- 
Lion, on trouve 


re 


NUX Log(i+x*) : 
\are Le x dx = x arc Lg x — U = -=arcigx— s( ) BCE 
| x 


2 


2°) On trouve, en intégrant d’abord par décomposition et 
ensuite par substitution, 


DOUX Î dx 1 UX Î a + bx 
—— = — — + . Log—— + C, 
a’ —J°x? 24 a+bx 24 | a—Dbx 2ab  °a—px : 


N] 


3°) Par la substitution x = a sine, il vient d’abord 


{ 


[ Pr NID 
| dx a? —x? = a*| cos’ede. 


. 


Ensuite, en effectuant la décomposition par la formule 


| + cos 29 
Ÿ, 


« COS" — : 
ci 
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il vient 


®) 


—_ 


SERRE ad GE | d sin 24 
a costgue = \de + 5 |cos 2e =: L ‘ + C. 


— ù 


Enfin, en revenant à la variable x, on trouve 


à 3  d _ _ , x x a — x? : 
XXE ATOS ER + C. 
2 «Œ À 
143. Formules de réduction. — Pour fixer les idées, consi- 


dérons un exemple. Soit à intégrer x'e‘*dx. Appliquons la 

formule d'intégration par parties, en regardant e‘“*dx comme 

une différentielle de (n° 140) ; il vient | 
ee n 


x" ex dx — xn ST xn— 1 eîx dx. 
« « 


Cette formule ramène l'intégrale du premier membre à une 
intégrale de même forme, mais où l’exposant n est abaissé 
d’une unité. Si n est entier et positif, cette formule s'applique 
de proche en proche et change successivement n en (n — 1), 
(n — 2),... zéro. Il n’y a plus alors qu’à intégrer e*dx, ce qui 
est immédiat. Une formule telle que la précédente, qui s’ap- 
plique de-proche en proche et permet de simplifier de plus en 
plus Pintégrale proposée jusqu’à ce que lon sache l'intégrer, 
est une formule de réduction. Nous en rencontrerons de nom- 
breux exemples. | 


144. Dérivation par rapport à un paramètre. — Soit f(x, «) 
une fonction de la variable x et du parametre «a ; supposons 
qu’on ait obtenu, en considérant & comme une constante indé- 
terminée, 

(1) | f(x, a)dx = F(x,'a) + C. 

Je dis que Pon peut en déduire, en dérivant.par rapport à u 
sous le signe |, 


(2) D; (;.a) dx = D/F (<a) AC: 


Cette règle suppose seulement que les conditions de conti- 
nuilé des dérivées partielles de F qui assurent Pégalité F4, = EF, 


soient vérifiées (n° 105). 


PROCÉDÉS GÉNÉRAUX D’INTÉGRATION 167 


En effet, les dérivées par rapport à x des deux membres de 
l’équation (2) sont respectivement 


LISTES TC) et BAINEINEMSIAE 


Ces deux dérivées sont égales, car on peut intervertir par 
hypothèse D, et D,, et l’on a 


D,.D,F(x, a) = D,,D.F(x, a) = DQf(x, a). 


Les deux membres de l’équation (2), ayant la même dérivée, 
ne différent que par une constante par rapport à x. Mais, 
comme ils comprennent tous deux une constante arbitraire, ils 
ont exactement le même sens. 

Le résultat précédent peut être généralisé. En dérivant suc- 
cessivement l’équation (2) par rapport à «a el en admettant 
toujours que les conditions de continuité des dérivées par- 
tielles considérées restent vérifiées, on peut aussi conclure de 
équation (1) à la suivante 


(3) | Déf(x, a) dx = DÉF(x, a) + C. 


La règle précédente fournit parfois un procédé commode 
d'intégration. En voici quelques exemples : 
1° On a, pourvu que a soit différent de 0, 


: ex : 
| exdlx — rs + C. 


Les conditions de continuité sont remplies. Dérivons n fois 
par rapport à a et observons que 


2 e = 
Der = AE 
nous obtiendrons, par la règle précédente, 


: et 
(4) | arersax = D,— + C. 
(ei 
Cette intégrale a été obtenue autrement au n° 143. 
2° Soil « > 0 ; on à, comme cas particulier d’un résultat 
précédent (n° 140), 


| dx 1 er c 

= —arc tg — + C 
4-2? / D) : 
ads) Va 
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Les conditions de continuité ont lieu. Dérivons n — 1 fois 
par rapport à a et observons que 
Î nm —1)! 

_ pes — = , 
COST) 


n—1 
1h: 10 
XX + [4 


nous obtiendrons, après division par (— 1)" (n —1)!, 
À —{ 
dx ae Dr | 1 


x 
% : —— arc te —])+ C. 
Vi, Ha) "in t)t l'a | ) 


Les formules (4) et (5) ramèénent le calcul des intégrales pro- 
posées dans les premiers membres à des déterminations de 
dérivées et fournissent pour ces intégrales des expressions très 
condensées. 

Elles s'appliquent aussi bien au cas où lPon donne à a des 
valeurs particulières. La formule (5), par exemple, fournit un 
procédé pour calculer lPintégrale classique 


| ux 
(x? + { ji 


Mais il faut effectuer les dérivations par rapport à a avant 
de faire a = 1. Toutefois le procédé le plus pratique pour cal- 
culer cette derniére intégrale consiste dans Pemploi d’une 
formule de réduction indiquée plus loin (n° 158). 


145. Variabilité de forme de l’intégrale. 1° L'intégrale 
d’une même fonction peut s’écrire sous des formes en appa- 
rence différentes. Cela provient de ce que lon peut séparer de 
la constante arbitraire une constante déterminée pour la réunir 
à la fonction intégrale. Ainsi, au lieu de l'expression habi- 
tuelle arc tg x + C, on peut donner à lintégrale la forme 


équivalente : 
dx VERTE 
——— = arc ig x + arctg a + C = arc tg — + C. 
| 1 + x! à es AA io 
Si l’on fait, en particulier a = + 1, 
IS Xe — 1 | 
| —— = arc ig — + C = arc tg + C. 
LES 1 — x En + X 


2' L'intégrale d’une même fonction peut se présenter sous 
des formes analytiques nécessairement différentes lorsque x 
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varie dans des intervalles différents. Cette remarque s’ap- 


plique à l’intégrale 


\ Lee Log (x — a) + C. 


2 6 ps M À 


Les quantités négatives n’ayant pas de logarithme réel, 
cette formule suppose x > a. Six << a, on a 
Per = (+ Log (a — x) + C. 

X— a a — x 

La forme de cette intégrale change donc suivant que x est 
> a ou que x est <Z a. Afin de ne pas revenir à chaque instant 
sur celle distinction, nous conviendrons, une fois pour toutes, 
que, lorsque la valeur d’une intégrale renferme un logarithme, 
la quantité sous le signe logarithme sera prise en valeur 
abolue. 


EXERCICES 


1° Par substitution : 


dx . . l F 
AUX : dx + 
| D ALI 0. | , — Log tg x + C. 
| a — X° «a SIN X COS X + 
l'ig xd % cu mer PSE 
SNXAX — — Log COS X Fa | Er Arc io 4 
D D AE x! AU ON 
| ee | arc Lg / sa Lo TA ee { = ( 
E Vo D te de | S AA ee ï. 
1 + cos? x V2 \ 2 ) MATE COS x D, ê 


2° Par décomposition : 


, \ | < 1 EX e CT : \ | 
| te? xdx=tigx—x+cC. | dx |/ | 15 — are sin x —}1— x +C. 
; ÿ EX | 


, ASIN ONPISITAX SIN AX 
| COS X COS 2X COS 3x dx —= n | 6 + 1 + 5 x | + OC, 


dx Î 1 
ax 2 sin? x 


He Don te x Ch 0: 


| Sin? X COS X 2cos? x 


3° Par parties : 


| dx are sin X = x arcsin x + 1 — x? + C. 


, . xdx REC . * 
| ATCSIN Xe ———©— X — 1 — X° arc sin x Fr C. 
L V Il = EE 

MR xUx , 
| = x tg x + Log cos x + C. 


COS? x 


eax (sin x + «a cos x) 
| eAX COS X dx — 1 + a 1 Cie 
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4 Combinaison de diverses méthodes : 


 Vx?— a? DEEE - «a \ 
| PNEU CE V x? — a? — a arc cos —_ + C. 
“e <e 
| dx ax + b Log (a cos x + b sin x) LC 
(USE bite CR | AD + 
: x? . 
| x te? xdx=xtg x + Log cos x — = + C. 
| XX ( " : Loi nr 
re ee OX APCE pe Je 
ed D 4 ed ] a 2 te] te] ed 
(X COS X — Sin X) \ x 
{+ sin x s Ù 
| HE ex dx = ex lg = + C. 
arc Sin X XNA TCBSINEX Î . ; 
à CAS F0 SP D Log (1 — x?) + C. 
A x)z VAE X 
EX ATOILEEN EX l { , 
| ie marc to X(X—Sarc ie x) Log (le) EEE 


N. B. Les deux derniers exercices se raménent à d’autres qui pré- 
cèdent, le premier par la substitution x — sin®, et le second par la 
substitution x = tg 9. 


S 2. Intégration des fractions rationnelles 


146. Décomposition de la fraction à intégrer. Soit à cal- 


culer l'intégrale 
F(x) 
f(x) 


où f(x) et F(x) sont des polynomes entiers à coefficients réels. 


dx, 


Quand f(x) n’est pas de degré moindre que F(x), on commence 
par effectuer la division. Le quotient f(x) : F(x) se décompose 
en un polynome et une fraction proprement dite. L'intégrale 
du polynome s’obtient immédiatement (n° 139) et l’on est 
ramené à intégrer une fraction proprement dite. 

Supposons donc que l’expression à intégrer ait été débar- 
rassée de sa partie entière et que f(x) : F(x) soit une fraction 
proprement dite. Décomposons F(x) en ses facteurs linéaires 
et soil 


1 Œ 6 
F(xX) = (x — a)" (x — b)r … 
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On sait en déduire (n° 94) la formule la décomposition de 
f(x) en fractions simples. Soit : 


HORRAENTE ler done 
É(X) x — à (x —a) HOMIX u)e 
(1) RCB: EME EURE Be 
Ne LD) (RS — b)° (x Eee D) 
12e 


Sous cette forme, la fonction est préparée pour l’intégration. 
Nous rangeons les termes de la décomposition en deux caté- 
sories, comprenant : ia premicre, les termes de la première 
colonne où le dénominateur est du premier degré ; la seconde, 
les autres termes où le dénominateur est de degré supérieur 
au premier. Il n’y a donc de termes de la seconde catégorie 
que si F(x) a des racines multiples. 


147. Intégration dans le cas des racines réelles. — Si toutes 
les racines «a, b,... sont réelles, toutes les termes de la décom- 
position sont immédiatement intégrables et on obtient la for- 
mule d'intégration 


HÉSLEAES 6 À rail LR 
Len 7 dx= A, Log AE a) — Cu) + 

| Ba 

2) +B, Log(x—h mr + —. L F 
RC EE Pr 


! 


A .. 


L'intégrale se compose d’une partie logarithmique et d’une 
partie rationnelle. La partie logarithmique est la somme des 
intégrales des termes de la premiere catégorie et la partie 
rationnelle la somme des intégrales des termes de la seconde. 


148. Intégration dans le cas des racines imaginaires. — Si 
toutes les racines ne sont pas réelles, si, par exemple, les 
‘acine &, b,.,. sont imaginaires, les logarithmes qui figurent 
dans la formule (2) n’ont plus de sens, au moins jusqu’à pré- 
sent, et nous verrons dans un instant par quoi il faut les rem- 


placer. Mais il n’y a rien à changer aux autres termes qui 
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sont rationnels. En effet, ce sont bien des fonctions primitives 
des termes correspondants de la formule (1), à condition de se 
placer au point de vue plus général de la différentiation des 
fonctions d’une variable complexe. D'ailleurs les imaginaires 
ne jouent qu’un rôle transitoire. Il suffit de faire la somme de 
ces termes pour rendre à l’intégrale la forme réelle. Nous 
allons montrer, en effet, que, x étant réel, les imaginaires se 
détruisent. 

Les coeflicients de F(x) étant réels, à toute racine imagi- 
naire & correspond une racine conjuguée b du même degré 
de multiplicité. La loi de formation des numérateurs de la for- 
mule de décomposition montre enfin (n° 93) que les nombres 
complexes À, et B,, A,et B,,... sont conjugués deux à deux. 
Donc les fractions écrites sur la premiere ligne dans la for- 
mule (2), sont conjuguées des fractions écrites au-dessous dans 
la seconde et, par conséquent, leur somme sera réelle. 

Les termes de la seconde catégorie s’intégrent done de la 
même façon, que les racines «a, b,... soient réelles ou imagi- 
naires. Il n’en est plus ainsi pour les termes de la première 
catégorie. Lorsqu'il v en a d’imaginaires, il faut, avant d’in- 
tégrer, commencer par ajouter deux à deux les termes con- 
jugués. Apres quoi, l’intégration se fait de suite. Soient, en 


effet, a, b deux racines imaginaires conjuguées. On peut peser 
a=p+qi, b=p—qi A, =M+Ni B,=M— Ni, 
P; 4; M, N étant réels. Il vient alors, en ajoutant les termes 
conjugués, ce qui donne une somme réelle, 
A, + li POUR e MENT MONS D) ET 
. . — D » * 
X—4 X—D .X—p—qi X—p+qi (x — p)* + q° 


MELUN B: 2(x — p) dx q dx 
c— — 2N 
ler Tx+ 5) LE fn : Hg 


Ces intégrations ont été effectuées au n° 140. On trouve donc 


HA BR SRE 5 PR 
O\E je SEAT 2 A JC 


REMARQUE. — Si l’on observe que (x — p) : q est la tan- 
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gente de l'argument de q + i(x — p) ou i (X — a), on voit que 


XX — ) . 
arc tg Ale arg. (x — a) + arg. (i). 
q 
Comme on peul négliger le Lerme constant, on obtient pour 
l’intégralion des termes conjugués la formule pratique sui- 


vante : 


M + Ni 3 | . 
\( —— + conj.|dx = 2M Log  x—a)—2N arg. (x — à) 
x — & “2 


PM — are. (x — a)°\. 


— Log. | x—a) 


Sous cette derniere forme, la formule à lPavantage de se 
prêter immédiatement à la réduction des termes semblables 
(une somme d’arguments étant égale à lPargument du produit 
des nombres). 

De là, le théorème fondamental suivant : 


149. Théorème. — Toute fraction rationnelle s'intègre par 
les fonctions élémentaires. L'intégrale se compose générale- 
ment d’une partie transcendante et d’une partie rationnelle. 
La fraction à intégrer étant débarrassée de sa partie entière, 
la partie rationnelle provient de l’intégration des fractions 
simples de la seconde catégorie ; elle n’existe que si Le déno- 
minateur, F(x), a des racines multiples. La partie transcen- 
dante provient de l’intégration des fractions simples de la 
première catégorie ; elle se compose exclusivement de loga- 
rithmes si F(x) «a toutes ses racines réelles; elle peut, en outre, 
comprendre des ares tangentes (ou des arguments) S'il y «a 
des racines imaginaires. 


150. Calcul direct de la partie rationnelle de l’intégrale. — 
La méthode exposée dans les numéros précédents suflit déjà 
pour effectuer en pratique l'intégration des fractions ration- 
nelles. Mais, dans le cas où Pintégrale à une partie ration- 
nelle, elle ne conduit pas aux calculs les plus simples. En 
effet, la détermination des numérateurs de la formule de 
décomposition est laborieuse dans le cas des racines multiples, 
surtout si elles sont imaginaires. La méthode que nous allons 
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indiquer et dont le principe est dû à Hermite, permet de trou- 
ver directement la partie rationelle de l'intégrale et d’achever 
le calcul par Pintégration d’une fraction rationnelle dont le 
dénominateur n’a plus que des racines simples. La décompo- 
sition se fait alors très simplement par la formule de 
Lagrange (n° 97). Cette méthode repose sur les considérations 
suivantes : 

La somme des termes de la première catégorie dans la for- 
mule de décomposition (1) est une fraction proprement dite : 
X=/P'ou 

(4) P—(x—a)(x— b)... 


D'autre part, la somme des lermes rationnels dans le second 
membre de la formule d’intégration (2) est une fraction pro- 
prement dite X : Q, où 


(5) D (x = a) mitx D) 


La formule d'intégration (2) devient ainsi 


(G) Tee le Re 


Dans celte formule, Y : Q et X : P sont des fractions propre- 
ment dites et le polynome P n’a que des racines simples. Je 
dis qu’une décomposition qui possède ces caractères n’est 
possible que d’une seule manière. 

En effet, si l’on avait deux décompositions semblables, à 
savoir 


us = + | ax 
se DH ARE 


on en déduirait, par dérivation, la relation équivalente 


| v s) Xe X 
D'éMON AEATEL 

Supposons qu’on remplace chacune de ces quatre fractions 

par une somme de fractions simples ; ces fractions simples se 

> détruiront dans chaque membre séparément. En effet, comme 

la dérivée d’une fraction simple est une fraction de la seconde 
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catégorie, le premier membre ne contient plus après Ia dériva- 
tion que des fractions de la seconde catégorie, tandis que le 
second n’en contient, par hypothèse, que de la premiére. Ces 
fractions doivent donc se détruire, car la décomposition en 
fractions simples est unique. On en conclut 
Date X Ne 
Lune 16% EL UE 

c’est-à-dire que les deux décomposilions sont les mêmes. 

D’après cela, on peut déterminer directement Y :Qet X:P 
par la méthode des coefjicients indéterminés. En effet, déri- 
vons la formule (6) ; il vient 

ô DCR ER NE REX 

de re (0) +» 

Le polynome Q défini par la formule (5), est le plus grand 
commun diviseur entre F et sa dérivée et s’obtient par des 
calculs rationnels. Le polynome P défini par la formule (4), 
est le quotient de F par Q et s’obtient aussi par des calculs 
rationnels. Les deux polynomes P et Q étant connus, on rem- 
placera dans la formule (7) X et Y par des polynomes à coef- 
ficients indéterminés, de degré immédiatement inférieurs à 
ceux de P et de Q respectivement. En effectuant la dérivation 
indiquée et en multiplant la formule (7) par F := PQ, il viendra 


f(x) = PY'— Y OX. 


4 


Q'P 
Q 


On voit de suite, Q'P étant multiple de Q, que le second 
membre est un polynome de degré immédiatement inférieur à 
celui de F. En égalant les coefticients des mêmes puissances 
de x dans les deux membres, on obtient le nombre d'équations 
linéaires nécessaire et suffisant pour déterminer les coefficients 
inconnus de X et de Y. 


REMARQUE. — La méthode précédente permet de trouver la 
partie rationnelle de lintégrale sans résoudre lPéquation 
F(x) — 0. Elle met immédiatement en lumiere un fait impor- 
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tant. C’est que la partie rationnelle de l'intégrale est ration- 
nelle, non seulement par rapport à la variable x, mais aussi 
par rapport aux coefficients de f(x) et F(x). Cette même 
remarque s'applique à la fraction X : P qui reste à intégrer 
pour obtenir la partie transcendante de lPintégrale. 


EXERCICES 
1. Démontrer les formules suivantes : 


Bar td 308 (x—1)(x 2) 


| (X*"— "x + 2) dx Û (Rat) (x — 2) 


| X°dx _L X + V2 x e e 
ÉD :08 REA 3 alu AVES 
| JX +x—2)dx 3 bis F ï | D x — À 
1 CSD :08 —1# arc tpXx ee TS 
MALE I A + x)? (1 + x + x?) Î xl | 
ap 06 Ts) 156 sr x 
| dx Î x D LP 2'X + Li 
. tn + arc lg = 
£ (x == LE cg: X°? — Î 9 V a: 
1 XF XF LI : | 
+ 9 Log: ES + C 


2, Soit f(x) un polynome de degré  n; démontrer la formule 


NAN | 
| DS in li | Dig Ga) Log (x — a). Hu 


R. C’est une application de la méthode de dérivation (n° 144). On 
intègre par rapport à x, puis on dérive n— 1 fois par rapport à a la 


formule. 


ORAN Lo 


où P(x, a) est un polynome en a de degré  n. 


3. Soit f(x) un polynome de degré  2n. On le met sous la forme 
@ (X?) + X'Ü (x?) où % et Ÿ sont des polynomes en x. Soit «a = UÜ;ona 


NX — Le ner tt) x D (— à) : 4 
| Æ Re — = IT : D à e mare ts Ve 3, Li Log (+ 0) | + C. 


R. Solution analogue à la précédente. 
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S 3. Intégration des irrationnelles algébriques 


151. Rationalisation et réduction. — On vient de voir que 
les différentielles rationnelles s’intégrent par les fonctions 
élémentaires. Il n’en est plus ainsi pour les différentielles 
irrationnelles que dans des cas partieuliers. Lorsque cette 
intégration est possible, elle se fait généralement par lun des 
deux procédés suivants : 1° ou bien on rend la différentielle 
rationnelle par une substitution, ce qui raméne au cas précé- 
dent ; 2° ou bien on établit une formule de réduction qui fait 
dépendre Pintégrale cherchée d’une autre plus simple, celle-ci 
d’une autre plus simple encore, et ainsi de suite jusqu’à ce 
que l’on arrive à une intégrale connue. Nous rencontrerons 


d’abord des applications de la première méthode. 


152. Théorème. — Si «a, b, ce, f sont des constantes quel- 
conques ; a, 5..., des exposants rationnels, et R (x, y, z,..,) 
une fonction rationnelle de x, y, z...., l’intégrale 


e ax + b\? AXT END 5 
\ RIX,|[———|], LUNETTES 
COOPER PRG ATE | 


est réductible par une substitution rationnelle & celle d'une 


différentielle rationnelle. 
Soit m le plus petit commun dénominateur des fraclions %, 


( 


5,... et { une nouvelle variable ; la substitution 


DOEPEI un — ] 
ND = {mn d’où x — fe 2 c (t) 
CNE) 


L LS cet 
rendra la différentielle rationnelle, En effet, Pintégrale devient 


ainsi 


ARNO) HDi) dt 


et la différentielle sous le signe | est rationnelle, car 2(1) et, 
par suite, p:(t) sont des fonctions rationnelles de t, et les eXpo- 
sants m4, Mb, sont entiers. On intègre par les procédés du 
paragraphe précédent et l’on revient, s’il y a lieu, à la varia- 


ble x par la substitution 


Fe + ai 
L RS Der PEL LT A) ù 
Cxi+ f 
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Dans les applications, on rencontre souvent le cas où la 
fraction (ax + b): (cx + f)se réduit à la variable x elle-même 
ou à une fonction linéaire de x, comme dans les exemples 
suivants : 


Exemples : Par la substitution x — ff. il vient 


(OUR TR RS Et LS 
Merle La Vi 
MOSS 
— 6t— 3% +285 — 6 Log (1 +0 +C 
Î Î Î il 
60x03 xs PDX2 Clos (dx) 0 
Par la substitution x — 1 = {*, il vient 


6 LÀ 


X°dx q 5 + if Li ; , 
2 | + ota—> n|++3e ++ +6 


Bye d 1 D'EME : NE + x | see 


153. Différentielles qui renferment la racine carrée d’un 
trinome du second degré. — Soit R(x, y) une fonction 
rationnelle de x et de y ; si l’on y fait 


= Va + bx + cx?, 
l’intégrale 
| R(x, y) dx 
est réductible par une substitution rationnelle à celle d’une 
différentielle rationnelle. 

La transformation doit être choisie de maniere à éviter l’in- 
troduction des imaginaires quand les données sont réelles. On 
y arrive par l’une des deux substitutions suivantes : 

1° Si les racines « et £ de (a + bx + cx°) sont réelles, la 
substitution est fournie par le théorème précédent. En effet, 

CIRE 0) (NE EEE y ES ce 0} 
| Ge 

Donc y et par suite, R(x, y) sont des fractions rationnelles 
de x et de ce dernier radical. La rationalisation se fera par la 
substitution | 

c(x — À) 
X — 4 


2 2 
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2° Si les racines de (a + bx + cx°) sont imaginaires, c doit 
être posilif pour que le radical soil réel, sinon 1e trinome, 
avant le signe de €, serait négatif et sa racine imaginaire. 
Donc, quand les racines sont imaginaires et, plus générale- 
ment, quand € est positif, on peut faire la substitution 

PNR Le 
DER DK OX x Le; 
d’où, en élevant au carré, 
DERDX EL 2 1X | 0: 

Cette relation est linéaire en x. On en tire donc, 2(t) dési- 
gnant une fonction rationnelle, 

AN Re | Pre : la 
x = o(t), dx = g5'(t) dt Yy=t+p(t)}c. 

On substitue ces trois valeurs dans lPintégrale et la diffe- 
rentielle à intégrer est rendue rationnelle. Après Pavoir inté- 
grée, on remplace t par sa valeur 

FOOD EE CXNE x lc: 
AUTRE SUBSTITUTION. — Lorsque & est positif, Ia seconde 


substitution s’appliquera, après avoir remplacé X par ——, car 


Le nn [ eo rige mn 
Va + bx + cx? — | az* + Dz + C 


E 


Û 
2 


» 


et le coefficient de = sera positif. La différentielle devient donc 
rationnelle par la substitution 


Vas + b+ce=t+za, 


ce qui revient à poser directement 


la + bx + ex? = + Va + tx. 
| 


Quand a est positif, cette derniere formule définit une 
troisième substitution rendant la différentielle rationnelle. 


154. Applications. — Considérons d’abord l'intégrale 


On applique la seconde substitution : 


BORDER EN LC don Na EDR = 0 tx, 
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Différentiant la dernière relation, il vient 


dx _2dt 
Lx "D + 21 


et, par conséquent, 


/ ah dx [D . 
| | , — — | = Log|—=— +t}) + C. 
V a + bx + x? Lx ni 


(1) | Ê Lol 


+x+) a +bx + x) +C. 

Ed 

On rencontre souvent le cas où b = 0 ; il vient alors 

| dx 
FREE PTT 
VX a 


II. Considérons ensuite l’intégrale 


(2) = Log (x +Vx?+a) + C. 


| dx 
V a + bx — x? 
On pourrait utiliser la premiere substitution, mais le calcul 


se fait plus facilement en observant que 


b°? b | 
st EN EPP RAT AT 7 
a + bx se 1 | : ER 


On pose, z étant une constante et { la nouvelle variable, 


« +- . _ a?, CE se 
et il vient 
| | dt Le 
(3) Va PF EDX EX: ‘S J PAPER rie 1e 
| RER aan AXE D SD 
Vb° + 4a 


IIT. On rencontre aussi fréquemment les intégrales 


| dx 

x Vax° + bx + 1 
Elles se ramenent aux deux précédentes par la substitution 

x = 1 : 3, déjà signalée au n° 153 : 

/ | dx Se — | dz 

\ x Vax? + bx +1 Va + bz + 

l 


— Log(+ , 1 +Vax’ Re Ste 
X 


(4) 


] 
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| dx À | dz 
\ PO eDx JVa + bz — 7 
@) bx — 2 
| — Arc sin Ar] LC 
XP D EE CET 
Voici deux cas particuliers fréquents : 
ne ro: 
| a Left rc 
\ A ARER x 
(6) 
_ Log(! | 1e Æ| ie C 
x 
IX [l 
(7) | re = — arc sin — + C = arc sec x + C. 
Je 1 X 


IV. Les deux intégrales suivantes : 


| dx | dx 
/ se 3 PRET er En 

MALE DIX GX? LUN) MIE DRE CXx" 

se ramènent à celles qui précèdent en prenant respectivement 

comme nouvelle variable 


3 = V+ cx QU 2 EUC(X mn). 


On choisit le signe ambigu de manière que + € soit positif. 


Les 


155. Intégrales algébriques. Courbes unicursales. 
procédés de rationalisation du n° 153 sont des cas particuliers 
d’une méthode plus générale. Une fonction algébrique y de x 
est définie par une équation 

(1) Ex, x) 0, 
où Fest un polynome entier en x et en y. Soit alors R(X, y) 
une fonction rationnelle de x et de y ; l’intégrale 


(2) | R(x, y) dx 


est une intégrale algébrique. 
L’équation (1) est celle d’une courbe plane. Cette courbe est 
unicursale si elle admet une représentation paramétrique, 


(3) UN RATE 


où z et 4 sont des fonctions rationnelles de {. Dans ce cas, 


er 
|: Q0 
| D 
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l'intégrale (2) est calculable par rationalisation, car la substi- 
tution (4) la transforme dans celle d’une différentielle ration- 
nelle 


| Rs, D) (6) dt. 


Les coniques, en particulier, sont unicursales. En effet, soil 
X, Y, Un point donné sur la courbe ; une droite quelconque 
passant par ce point a pour équation 

dr A CP L(X LÉ Xo)) 


où { est un paramètre variable. Cette droite ne rencontre plus 
la courbe qu’en un seul autre point, qui dépend de t, et dont 
les coordonnées s’exprimeront, par conséquent, en fonction 
rationnelle de {. Quand la courbe est une hyperbole et que m 
est le coefficient angulaire d’une asymptote, une parallèle à 
celle asymptote, 


Y = MX + ti, 


passant par un point fixe de la courbe à l'infini, ne rencontre 
plus la courbe qu’en un seul autre point. Cette droite peut 
donc remplacer la précédente ; les coordonnées (variables 
avec t) du point d’intersection avec l’hyperbole s’exprimeront 
encore en fonction rationnelle de £. 


Les trois substitutions du n° 15 ; sont des cas particuliers 


des précédentes. L’équation (1) est alors celle d’une conique 


v* = a + bx + cx*°. 


l° Si les racines %, $ du trinome sont réelles, la conique 
coupe l’axe des x au point x, = 4, y, = 0. On coupe la conique 


par la droite, issue de ce point, 
Y = t(X — 0). 


2° Si ce > 0, la conique est une hyperbole el ses directions 
asymptotiques ont pour coeflicient + | € ; on la coupe par une 
parallèle à lPune des asymptotes, 


DAME CELL: 
3" Si « > 0, la conique coupe l’axe des y en deux points 
X, = 0, Y, = + Va; on la coupe par la droite, issue de l’un 
de ces points, 


VELO EX. 
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On reconnait les trois substitutions du n° 143 d’où l’on tire x 
et y en fonction rationnelle de t. 

La transformation des coniques par rayons vecteurs réci- 
proques (inversion) conduit à diverses courbes classiques 
des 3° ou 4° degrés. Ces courbes sont donc unicursales comme 
les coniques et, par conséquent, la méthode de rationalisation 
leur est applicable. 

Par exemple, la lemniscate 


(1) NV (x + y) 
s’obtient par inversion de l’hyperbole équilatère 
X?— Y? — a?, 
à laquelle elle se ramène par les formules de transformation 
x: à 


PUS CR COOL EESTI 


On peut donc intégrer par rationalisation toute expression 
différentielle 
R (x, y) dx, 
dans laquelle y se tire de l’équation (1). En effet, x et y s’ex- 
priment rationnellement par { en même temps que X et Y. 


156. Cas d’intégrabilité des différentielles binomes. — Les 
intégrales de différentielles binomes sont de la forme 
| x'(a + bx"}P dx, 


où a et b sont des constantes quelconques, différentes de zéro, 
et m, n, p des exposants rationnels. 
Faisons la substitution 


x" — | d’où Nr nS dx 17 (LE 


l'intégrale devient 


1 mi _, 
| AE (a + bt}r dt. 
Tes , = FE qe 3 , PU DIE ILUNS 
Désignons par q l’exposant de {, de sorte que q — (== 1) : 
l'intégrale se ramène à la forme simplifiée 


. 20, q) = | (a + bt)r 11 dt. 
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THÉOREÈMNE. — L’intégrale 2(p, q) est réductible à celle d’une 
différentielle rationnelle par le théorème du n° 152, si l’un 
des trois nombres p, q où p + q est un entier positif, nul ou 
négatif. 

En effet, soit R une composante rationnelle ; on met &(p, q) 


sous la forme prévue au n°152 en écrivant: si p est entier, 


& (ph; q) = | R(E #1) dt; 
si g est'entier, 
e(p, 4) = | R{(a + bt}r, 1] dt; 


ét, SD giestentier, 


tp, @ = |) tai = | RES) 1 dt. 


Remontons maintenant à l'intégrale primitive, et observons 


+1 , , . 
que q = "2-1, nous obtenons l'énoncé suivant : 


THÉORÈME. — L'intégrale d’une différentielle binome est 
réductible à celle d'üne différentielle rationnelle et, par suite, 
l'intégration se fait par les fonctions algébriques, logarith- 


: : : m+n 
miques et circulaires, si l’un des trois nombres ————— ou p ou 


| n 
LR D'eslerntier: 
n 
Tchebichev a démontré (*) que, en dehors de ces trois cas 
d’intégrabilité pratique, Pintégrale ne peut pas s'exprimer au 
moyen des fonctions élémentaires. On devra donc alors se 
borner à la ramener à la forme la plus simple en se servant 


des méthodes de réduction que nous allons indiquer. 


157. Formules de réduction des intégrales de différentielles 
sons l’intégrale préalablement ramenée à 


binomes. 
sa forme simplifiée : 


©(p, {) = | (OC ERDT)EIT AE 


TusorRÈME. — Sauf les cas d’intégrabilité pratique, #(p, 4) 
est réductible à des fonctions algébriques et à une autre inté- 


(‘) Sur l'intégration des différentielles irrationnelles, Journal de Liou- 


ville, T. XVIII, 1855. 
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grale de même forme où chacun des exposants p et q est aug- 
menté où diminué dlautant d'unités qu'on le veut. 

Considérons, en effet, les deux identités : 

(OPEN AS DEP IT a (a EeDt)P RE D'(aEEAPL)PIT EE, 

D.(a+ bt}rtttiti=(p+1) b(a+ bte ++ (q +1) (a+ bEjPFt 11. 

En les intégrant (ce qui revient à une intégration par 
décomposition et une autre par parties) on obtient respective- 
ment : 

2 +14)=a%(p, 4) + bep, 4 +1), 

(a + bi} TZ (p + 1)bo(p, 4 + 1) + (4 + 1) ep + 1, q). 

Entre ces deux équations, on peut éliminer e(p + 1, 4) ou 
bien o(p, q + 1). En résolvant alors par rapport à e(p, q), on 
trouve les deux formules : 


je (a + DPI p+q +2 j 
TE tu), 


(DT) ET Did 
> Re — b° 
( ) « e(D; q) q ‘| ) ( { 


Ces formules font dépendre 2(p, q) d’une intégrale de même 


p(p, + L). 


forme, mais où p ou q est augmenté d’une unité. Les deux 
formules suivantes, qu’on en déduit en résolvant les précé- 
dentes par rapport aux intégrales des seconds membres, mais 
en remplaçant p par p — 1 dans la premiere et q par 4 —1 


dans la seconde, à savoir : 


(HRERDT) RES ap 

3 o he CD 

(3) (D, 4) Re LE EL 1, 4), 
(LOEPEDT) PET aq 


(4) D ©(p; q) Fm c(p; To Le 


p+q+l ROC | 


t dépe (D 0) » intégrale € à e, Mais où 
font dépendre £(p, l’une intégrale de même forme, mais o 
p ou q est diminué d’une unité. Aucune des quatre dernières 
formules ne peut devenir illusoire, car aucun des nombres 
P; 4, D + q n'étant entier, aucun des dénominateurs p + 1, 
GT, p + q + Tne peut étre nul. 

L’emploi des formules (1), (2), (3), (1) permet donc d’aug- 
menter où de diminuer d'autant d'unités qu’on le veut lun des 
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deux exposants p ou q sans toucher à l’autre. On pourra 
donc, de proche en proche, faire dépendre £(p, q) d’une autre 
intégrale de même forme, mais où p et q seront compris entre 
deux entiers consécutifs choisis à volonté, par exemple 0 et 1. 
Comme celle-ci n’est plus susceptible de réduction ultérieure, 
on la considérera comme une nouvelle transcendante. 


158. Usage des formules de réduction dans les cas d’inté- 
grabilité pratique. — Dans les cas d’intégrabilité pratique, les 
formules de réduction peuvent devenir illusoires. Mais cette 
éventualité ne se présente que pour des valeurs exception- 
nelles de p, q et les formules peuvent servir à l’intégration. 
Nous allons en donner des exemples. 

Nous pouvons toujours supposer, dans les cas d’intégrabi- 
lité, p ou q entier. En effet, si p + q était entier, on ferait la 
substitution { = 1: 3 et l’on aurait 

O(D, q) = — | 3 P—4—(D + az)? dz, 
ce qui ramène au Gas précédent. 

Supposons, en premier lieu, que p et q soient entiers tous 
les deux : je dis qu’on pourra les réduire tous les deux à l’une 
des valeurs 0 ou — 1. En effet, si p, q sont négatifs tous les 
deux, on les ramène à — 1 par l'emploi des formules (1) ou (2), 
qui ne deviennent illusoires que si p + 1=0 ou siq + 1 = 0. 
Si un seul des exposants p, q est négatif, on commence par le 
réduire à — 1 ; après quoi, l’on abaisse l’autre à zéro par les 
formules (3) ou (4). Celles-ci ne seront pas illusoires, car 
p+4q +lnes’annule pas au cours de la réduction. Enfin, si p, 
4 Sont tous deux positifs, les formules (3) et (4) permettent de 
les réduire tous deux à zéro. Dans ces divers cas, le calcul de 
l'intégrale réduite sera devenu immédiat. 

Supposons, en second lieu, qu’un seul des exposants p, q 
soit entier. Les formules ne deviennent illusoires que pour 
réduire exposant entier de — 1 à 0. Elles pourront donc ser- 
vir à le réduire à 0 s’il est positif, et à — 1 s’il est négatif. 
Dans le premier cas, l’intégration sera immédiate. Dans le 
second, elle sera simplifiée, mais devra s’achever par rationa- 
lisation. 


INTÉGRATION DES IRRATIONNELLES ALGÉBRIQUES 187 


Exemples : 1, Considérons Pintégrale de différentielle binome 


f dx 
( + x?)P 


où p est entier et positif, Par la substitution x = VE, il vient 
‘) j" dx 5 D NES 
2 | — | (a HSE à Der” 


\ 
dt — (a (—r. — . 
Cleeir 2 


Donc l’emploi de la formule de réduction (1) permet de réduire lexpo- 


I 
+ 


sant p à 1. Il vient ensuite, ce qui termine le calcul, 
il 
= D] æ 
2 dt dx \ 
| il Ar 1o x + C. 
deCTErt) De Re 
Ilest clair d’ailleurs que la formule (1) peut s'exprimer directement 
au moyen de x. On trouve, en y remplaçant { par x° et divisant par 2, la 
formule de réduction suivante, qu'il est facile d'établir directement : 


e 2] 


dx Lrves Le 2p —3 | 
J (1 + x)? 2p — 2 (1 + x a Le De 2 


dx 


+ ep 


IT. Considérons l’intégrale de différentielle binome 


+ 


| xx 
re V1 > x? 


dans laquelle m désigne un entier positif ou négatif, Par la substitution 
x —{,ona 


lun 1 
> xXmdx LR DFA D Il 1 m—1 
ee. ‘) | (1 ) 2 1 2 dt 0, — Fo +). 
ee ALES ENT 


Suivant que m est positif ou négatif, on se sert de la formule (4) ou 


< à M1: RER 
de (2). Elles permettent de ramener lexposant —— à la valeur —; si m 


est pair, el à l’une des valeurs 0 où — 1 selon que m est impair positif 
ou négalif. Alors m a une des valeurs 0, { et — 1. En revenant à la 
variable X, on aura à calculer une des trois intégrales : 


| dx f x dx MR dx 
9 ner | 3? 
VA — 5 V1 — x° / x V1 — x 
qui ont pour valeurs (n° 154), à une constante près, 
a 1— 1 — x 
are Sin X —V1— x*;, Log Fe : 


IL. Dans la théorie du pendule, on rencontre l'intégrale 


f xmdx 


ax — x? 


Ce n’est plus une intégrale de différentielle binome, mais on la 
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ramène, à son choix, à l’une ou à l’autre des deux intégrales de diffé- 
rentielle binome (lou [) par les substitutions : 


; OR DRE 
x = a ou Vax — x? — xz3. 


On trouve, après quelques réductions faciles, 


 xmdx * {md F Az 
| ne 7h UMA NU) | jh | “ ; 
/ Vax — /V1i—-t J A+ ni 


ce qui ramène aussi l’une à l’autre des intégrales (D et (ID. 


159. Cas particuliers simples des intégrales de différen- 
tielles binomes. — Parmi les cas d’intégrabilité pratique de 
l'intégrale e(p, q) il y en a trois que l’on peut considérer 
comme des cas d’intégrabilité facile. Ce sont ceux où lun des 
nombres p, q où — (p + q + 2) est entier positif. 

En effet : 1° Si p est entier positif, on développe (a+ ht)? par 
la formule du binome et l'intégrale 


(debat 
se calcule par décomposition. 2° Si q est entier, on prend a+ bt 
pour variable, ce qui ramène au cas précédent. 3° Si p + q +2 
est entier négatif, la substitution t = 1 : z ramène au cas que 
nous venons d'examiner. Dans ces divers cas, Pemploi de la 


formule de réduction sera donc rarement avantageux (*). 


EXERCICES 


égrales à calculer par éorème du purs 
1, Intégrales à calculer par le théo edu n°152 


fl 
, +3 * , , A+ 
| = dx ke ee 2 l+x? A 
JVx —1 xVa+bx Hs 
1 + x1 
dx : PAL ( dx 
| F x "1 \ (a IN) REX | ér 1 ù 
: "A + DT (A + x 


2. Intégrales à calculer par le théorème du n° 153 : 


dx 1 | x V2. , 

LAN UT NS RE Te 

Jatoyr=se Vi "ns 

dx 1 Vi+x+xy2 

| x ces T 5 = 75 Log: ee LC 
A—x)yl+rx V2 V1 + 
° ax Rare V1 EX — x — (1 + x) den 
(1) ViEx— x se 


() L'exemple If du numéro précédent rentre dans le troisième cas 
d’intégrabilité facile si m est pair et négatif. 
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3. Différentielles binomes à intégrer : 


AT (x3 — 3 A : ‘ 
| _x dx bee (x je “_arc sin x + G 


DRE 


di si cE 3 4 
| XUA EX") dx — J14(A EX)? (es — a + GC 


4. Montrer que toute différentielle binome xm (a + bxn)p dx peut, à 
part un facteur constant, se ramener à la forme (x el y rationnels) 


, ÿ \ 
sinF vos pd®. 
R. On y arrive par les trois substitutions suivantes, dont l’une au 


moins est réelle : 


a bx ; [ 
TE bx — COS OÙ — 


— OÙ — gs. 
a COS? ® 


S 4. Intégration des fonctions transcendantes 


160. Rationalisation. — Un grand nombre de différentielles 
qui renferment des fonctions exponentielles et circulaires ou 
leurs inverses, peuvent être rendues rationnelles par une 
substitution de variables ; elles prennent alors la forme 


R(u) du, 


où R désigne une fonction rationnelle. Les substitutions qui 
conduisent à ce résultat sont immédiatement apparentes dans 
les différentielles suivantes : 


dx Lx 
»  R(arctg x) ——— 
Fe 1 + x° 


R(e*) ex dx, R (Log x) 


Mais on peut rendre rationnelles des différentielles pour 
lesquelles la substitution convenable est moins facile à aper- 
cevoir et nous allons en examiner quelques types généraux. 


161. Intégration de R(sin x, cos x) dx. — Suivant le cas, 
quatre substitutions principales rendent rationnelles les diffe- 
rentielles de cette forme où R désigne une composante ration- 
nelle : 

I. Si Rest une fonction impaire de cos x, c’est-à-dire une 
fonction qui ne fait que changer de signe quand on y rem- 
place cos X par — cos x sans toucher & sin x (ou quand on 
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remplace x par 7 — X), on rend Rdx rationnelle par la sub- 
stitulion 
sin X = 3. 


En effet, le quotient R : cos x, ne changeant plus de signe, 
ne contiendra plus le cosinus qu’au carré el sera, par consé- 
quent, une fonction rationnelle, R,, du sinus seul. On aura 
donc 

R = R,(sin x) cos x, 


el, par la substitution proposée, 
Rdx = R,;(z) dz: 


Il. Si Rest une fonction impaire de sin x (ou change de 
signe avec x), on rend Rdx rationnelle par la substitution 


COS X — 3. 
On a, en effet, par le raisonnement analogue au précédent, 
R = KR,(cos x) sin x, R dx = —R,(2) dz. 


IT. Si R (sin x, cos x) ne change pas quand on remplace 
& La fois Sin X par — sin x et cos X par — cos X (ou admet la 
période 7), on rend Rdx rationnelle par la substitution 


ig x = Z. 


En effet, remplaçons, dans R, sin x par cos x tg x. Nous 
formons une fonction du cosinus et de la tangente que le 
changement de signe du cosinus n’altère plus, qui ne contient 
donc le cosinus qu’au carré. C’est donc une fonction ration- 
nelle, R,, de la tangente seule, car cos’x peut se remplacer 
par Lr(l et8#x) etlona 

dz 


Rdx — Rfig x)dx = R,(z2) RME 


IV. Dans tous les cas, on rend R (sin x, cos x) dx raltion- 
nelle par la substitution 
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On a, en effet, en fonction rationnelle de 3, 


223 1 — 2 dz 
AUX COS LINE 
1 + 7° 127 LE 
REMARQUES. — La derniere substitution peut toujours être 


evilée, En effet, si lon décompose R comme il suit : 


2Rdx = [R(sin x, cos x) + R(— sin x, — cos x)| dx 
+ [R(sin x, cos x) — R(— sin x, cos x)] dx 
+ [R(— sin x, cos x) — R(— sin x, — cos x)] dx, 


chacun des termes écrit sur une ligne peut être rendu ration- 
nel par lune des trois premieres substitutions : le premier par 
la substitution III; le deuxième par la substitution IT; le 
troisième par la substitution I. 

On rencontre souvent des différentielles renfermant d’autres 
lignes trigonométriques que sin x et cos x, comme tg x, 
sec x, etc... On commence par exprimer rationnellement ces 
nouvelles lignes au moyen de sin x et de cos x, après quoi les 
théorèmes généraux s'appliquent. 

Dans d’autres cas, la différentielle renferme, outre sin x et 
cos x, des sinus et des cosinus de multiples entiers de x comme 
sin 2x, sin 3x, cos 2x, etc. On les exprime par des polynomes 
en sin x et cos x et les méthodes générales s’appliquent. 

Enfin, si la différentielle renferme sin ax, sin fx, cos yx, elc., 
4, D, y... désignant des nombres rationnels dont m sera le plus 
petil commun dénominateur, on pose x — mz, on prend z 
comme nouvelle variable et on est ramené au cas précédent. 


APPLICATIONS. — |. On trouve, par les substitutions (1) ou (I), 


OS Nix : ; sin x dx 2 
——— = Log sin x + C, ——— = — Log cos x +C, 
sin x COS X 
. 1 . 2 Il 9 N 
SIDX COX OX — os sin°x + C = — 5 COS°X + C ; 
ed 


par la substitution IT, 


dx Ë 
—— = Log igx+C; 
sin X COS X 
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par la substitution IV, 


| dx X 


: = LOPtiS 
sin X BASSE 


— 


in qrbe T X 
| at = Log (re 4 + 5 1 GC. 


II. Passons à lexemple plus compliqué 


TH 
et, en remplaçant x par (s an 5) 


dx 
a + b cos x 
Aucune des trois premieres substitutions n’est applicable 


isolément, employons la dernière : 


1 


— te 
L'intégrale proposée devient 


(AD) EN CERED) EE, 
En changeant au besoin le signe de l'intégrale, nous pou- 


vons admettre que (a + b) est positif, alors (« — b) est positif 


| dE 


ou négatif. 


2 A2 


Si a—b est > 0, posons a + b =, a— b = $*; nous 


aurons 
| dx 2 dz 2 6z c 
dE —; = —-arc Kg — ; 
ja + b cos x a+ 27? 48 0 y + 
2 D LD REX 
= arc tg (1 a— b (8 = | ni Tpe 
| | 
V a* — b° LED 2 
Si a —h est < 0, posons a + b=4?, a — b=—$*; nous aurons 
| dx 2 dz [| I a + Bz ir 
- - = = —— Log ——-+cC 
NTIC a? — f?7° 6) Ne Er 
- ————_—_— de mm & 
| Vh+a+yb—atg— 
ee ee 4 G 
V b? — a? D er NS Es Es x 
RÉRÉCAAUMDÈEUNSES 
_ Log b+acosx+}/h—asinx.@ 


VD? — a? LEP D CoËrx 
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IT. On ramene à la précédente l'intégrale 


dx 
: id Aka. 
(he D COS XI C SITRX 
en déterminant deux quantités r et 2 par les relations 
Dr cos, C = rsinc ; 
1 1 


l'intégrale devient 


| dx 
(Le TCOS (X ©) 


et sa valeur s'obtient en remplaçant b par r, et x par x — de 


dans la précédente. 


162. Intégration de sin ""X cos "X dx. — Si m et n sont 
entiers, cette différentielle est un cas particulier de celle du 
numéro précédent. Elle peut donc être ralionalisée par les 
substitutions indiquées. Nous allons d’abord attirer Pattention 
sur cinq cas dans lesquels Pintégration est facile par ces sub- 
stitutions. Les trois premiers ne supposent pas que m et n 


soient entiers tous les deux. 


CAS D’INTÉGRABILITÉ FACILE, — Voici d’abord quatre cas où 
l'intégration est immédiate par décomposition en développant 
la puissance d’un binome tel que (1 — 3°). On suppose k 
entier et positif : 

1° m=2k +1, on pose cos x = z, d’où 


| SIN TX COSUX AX.— — | (1 — 3°)f 2 dz ; 


2° n = 2k + 1, on pose sin x = 3, d’où 


| Sin poor (ler) 47; 


3 m+n——2Kk, on pose tg x = t ou cot x = u, d’où 
no RAR (RTE) Etre ur (EE) fdu’ 
x ee 
4 n=0etm—=—2k— T1, on pose tg DRE 3, d’où 
dx LAC") de Oil Ames 
Redon ni Ac ile DK nor le Ce. S 
dit LE 227 g2kt1 dk 3 Z 
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Considérons encore un 5° cas où la décomposition se fait 


autrement : 
5° Si m+n —0 (m entier) les substitutions du cas 3° donnent 


LEE CORNE | u" du 


| te xx = | = Her 


Si c’est m qui est positif, on effectue la division de {” par 
1 + t& et chaque terme est immédiatement intégrable. Dans le 
cas contraire, c’est u" qu’on divisera par (1 + u°). 


FORMULES DE RÉDUCTION (*). — On a 
| sin” x cos" D CE Sin X/ (COS SIC )E 
d’où, en intégrant par parties, la formule (1) : 


sin! xcos"+ri x TILL 
n + { n + Î 


|sinx cos" x dx = — |sin”-2xcosn+2 2 LLC 
D'autre part, si l’on fait porter l’intégration sur le sinus 
après avoir isolé un facteur cos x, on a la formule (2) : 


sin”tTix cos? x ESA | 


he | Sin XCO Re 
m + Î m +1 


| sin”x cos"! x dx = 
Dans l’intégrale qui est au second membre de la formule (1), 
remplaçons un facteur cos? x par 1 — sin°x. Cette intégrale se 
décompose en deux autres, dont celle du premier membre. En 
résolvant par rapport à celle-ci, nous obtenons la formule (3) : 


ginn—1 x cost+i x. m—1 


| sin 2x cost x dax. 
ITU RIT IN ET = 


| sincos" x dx = — 


Opérons de même sur l’équation (2), mais en remplaçant un 


(*) La différentielle sin mx cos ndx se transforme, à un facteur numé- 
rique près, dans la différentielle binome 


m+1 nl 
(HSE O2 


par la substitution sin x = J/t. Les formules de réduction établies ici 
ne sont que les transformées de celles relatives aux intégrales de 
différentielles binomes. 
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facteur sin°x par { — cos* x, nous oblenons la formule (4) : 


: sinnti x cogt=i x nn —1 
Sin x cost OX = — î 


en | sin COS EN LX: 
m+n ILES 


Enfin, changeons m en m + 2 dans la formule (3) et n en 
n + 2 dans la formule (4) et résolvons chacune des deux for- 
mules par rapport à l'intégrale du second membre. Nous obte- 


nons les formules (5) et (6) : 


sin xcosthlx minEr2[ : a 
- - | Sin er X COS Xe 


| sin” xcos! x AxX = 


m + Î m + 1 
SUITE COS ENT ET 20 
SIDE NV COSMNUX = — - " Sin” xCos"T= xx. 
ILEENT 1 nel FDA 


Si m et n sont entiers, Pemploi combiné des quatre dernières 
formules permet d'effectuer lintégration dans les diverses 
hypothèses possibles. 

En effet, ces formules permettent de diminuer'ou d’augmen- 
ter de deux unités l’un des deux exposants sans toucher à 


l’autre. Par la répétition de cette opération, on peut donc 


ramener les deux exposants à l’un des trois nombres — 1, 
0 ou 1. Seul, le passage de — 1 à + { ne peut se faire, le déno- 


minateur des formules s’annulant dans ce cas. Quand la 
réduction des exposants est faite, l’intégration est immédiate 
ou très facile. 

Les deux premieres formules serviront aussi avec avan- 
tage si les deux exposants m et n sont de signes contraires, 
car elles permettent de réduire les deux exposants à la fois 
jusqu’à ce que Pun d’eux soit ramené à — 1, 0 ou 1. Après 
cela, Ia réduction doit se continuer par les autres formuies. 


163. Intégration de E(x) e“* dx. — Cette différentielle, dans 
laquelle E(x) désigne un polynome entier, s'intègre le plus 
facilement par la formule d'intégration par parties. On à 


. Î 4; 
E £ AUX DO ER ) NS PONT TE 154 5 AUX & @ 
| (R)ERCTE à E(x) € . | (VC EUX 


Cette formule fait dépendre lPintégrale proposée d’une autre 


de mêrie forme, mais où le degré du polynome est abaisse 


196 CHAPITRE V. INTÉGRALES INDÉFINIES 


d’une unité. C’est une formule de réduction. En lappliquant 


de proche en proche, il vient 


ex nl x FE” x 
E(x) ex dx = = |E(x) — At) de (. me 
a a a? 


Cette formule s’arrête d’elle-même quand les dérivées 


deviennent identiquement nulles. 


REMARQUE I. — Il existe une expression symbolique utile 
de l’intégrale précédente. Décomposons-la en une somme d’au- 
tres, ne renfermant qu’un seul terme du polyÿnome E(x). Cha- 
cune de celles-ci s’intègre par la formule symbolique (4) du 
n° 192 ; on a ainsi, pour n = 0, 1, 2, 3..., 


ax 
n € 


| XL TXL); + C. 


tes 
a 
Si l’on multiplie chacune de ces formules par le coefficient 
de x" dans E(x) et si l’on fait leur somme, on trouve l’équation 
suivante, remarquable par sa concision : 


| E(x) ex dx — E(D,) — CN 
REMARQUE II. — On ramènerait à la précédente les différen- 


tielles des n° 164, 165, 166 en remplaçant les lignes trigono- 
métriques par des exponentielles imaginaires, au moyen des 
formules d’Euler données à la fin du volume, mais nous écar- 
tons cette méthode pour le moment. 


164. Intégration de E(x) sin ax dx et de E(x) cos ax dx. — 
Ces différentielles, dans lesquelles E(x) désigne encore un 
polynome entier, s’intègrent par parties et s’obtiennent par un 
calcul analogue au précédent. Une premiére intégration par 
parties donne 


| E(x) cos ax dx = E(x) — ; | E'(x) sin ax dx. 
\E(x) Sin 0x de NE) : | E/{x) cos ax dx. 
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Ces deux formules ensemble fournissent une méthode de 
réduction. En les employant alternativement, il vient : 


sin AX 
| E(x) cos ax dx = ——— ECS) _ 


Het EY(x 
à (a 


«d (Le 


+ 


COS 4X DE SEAT MES) 
FOR CNE 5 
a d a a 


, a von 
2 2 170 AIS v/. 
| E(x) sin ax dx — rien É DR) + PRE) _ “ | 


(el «l ti a° 
COS AX BACS) 
ET Fe E 3e DRE so ETF C ne 2? CE 
« | G) OT à Ë 


165. Intégration de x" e%* cos bx dx et de x" ef*sin bx dx. — 
On a 
d(e% cos bx) = e*{a cos bx — Bb sin bx) dx, 
d(es sin bx) — e“*(b cos bx + a sin bx) dx. 


On en tire 


a d(e% sin bx) — b d(e% cos bx) = (a° + b°) e%* sin bx dx, 
DU DR) a d(ecos bxX) = (at +"b")e* cos bx dx: 


Il vient donc, en intégrant, 


PE e“X(a sin bx — b cos bx) , 

ÉMSILIDRULX : . + C. 
PhD: 

CÉUD SIND RE COS DX) LC 


ex cos bxX dx = : 5 
GES 

Les intégrales plus générales proposées dans le titre, se 

déduisent des précédentes par la méthode de dérivation. En 
dérivant n fois par rapport à &, il vient 


PE e“* (a sin bx — b cos bx 
x" eux sin bx dx = D, = = ) + C, 
a” + b° 
k ne (b sin bx + a cos bx 
xt ex cos bx dx = D, { : : ) k C. 
a” + b 


166. Différentielles réductibles aux précédentes. — I. On 
peut réduire aux précédentes et, par conséquent, intégrer les 
différentielles de la forme générale 


HÉCRCM S1NEDNASLIECNS COS EX NCON IN, JA X 
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où E(x, y,...) désigne un polynome entier en x, y,... et a, b, 
c,... des constantes quelconques. 

En effet, chaque terme du polynome E contient en facteur un 
produit de sinus et de cosinus à certaines puissances. On le 
décomposera en une somme de sinus ou de cosinus par les 
formules de la trigonométrie. Aprés ces décompositions, la 
différentielle proposée se partagera en une somme d’autres 
des divers types déjà intégrés : 


NOEL NOMADE XICENS DO RERCI)S"TSCRCIECS 


IT. On peut ramener aux précédentes et, par conséquent, 

intégrer les difjérentielles : 
E(X, Log x) dx, ÉGAL SIN) EX: E(x, arc cos X) dx 

où E(x, y) est un polynome en x, y. 

En effet, par les substitutions respectives 

Log x = z, arc sin X = 3, arc COS X = 3, 

ces différentielles deviennent 

Ele’, z) e° dz,  El(sin 3, 2) cos z dz, — E(cos 3, 3) sin 3 dz 


et elles rentrent dans celles du théorème précédent. 


167. Différentielles qui renferment la racine carrée d’un 
polynome du second degré. — Les différentielles qui ne ren- 
ferment pas d’autre irrationalité que la racine carrée d’un 
polynome du second degré peuvent, comme nous allons le 
montrer, se ramener par substitution à des différentielles 
rationnelles en sin £ et cos t. C’est un nouveau procédé d’inté- 
gration à ajouter à ceux du n° 153. 

1° Si le radical est de la forme /a?— xX?, on pose 

MURAT COS EL 


Ne CL'ellE d’où ! ; Le 
Va*—x*=acost 


C’est la méthode déjà rencontrée au n° 190, 3°. 


2° Si le radical est de la forme Ja? + x?, on pose 


a di 
Ux = 21 , 
; COS” 
x = Atet, d’où 
VAT: 2 «dl 
ar Que : 
cos 
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3° Si le radical est de la forme Vx?— a, on pose 


dx = atgtsec tdi, 


x = asec { d’où nr 
Vx?— a? = atg t. 


Dans tous les cas, on peut, par une substitution linéaire, 
ramener le radical (supposé réel) à l’une de ces trois formes. 


EXERCICES 
1. Cas d’intégrabilité facile (n° 162) : 


”, D 1 
fs x dx = — | cosx— = cos x + — cos? x | + C. 
3 D 
CS AR, 1 3 : 5 1 “ 
sin‘ x dx = — {cos x — cos x + = cos? x — — cos? x | + C. 
7 


2) 


fs dx : 2 EL 1 Er LE A 
J eh cotx co x = cot° x | +. C. 
sint x 3 6) } 


E= np: to X CHE PE LT 
sinx 6&\°2 8 85) 


1 CR PT 2 LA AC ES 
mer Feot &) APT Foot #. RE ta Da PCR 


_— 


2. On trouve par les formules de réduction (n° 162) : 


dx COS X 2 
[= LES SR T2 ENTRE 
sint x 3 Sin? x 3: 
- Sin ‘ / AS : 
dx __Sin x ( L 3 { 3 3 ete LEE RES 
5 NES ) » æ, le) G e 
COS” x 4 cost x 2 Cos° x 8 4 2 
de. nt 5) 
Sin? x sin? x 2 Le 
f AN - _— Lits 
cost x 3 cos X 3C0s x 
+ AITX COS X 3 4e 
fsin LAx = — (sin NE 5) Me à JENES 
2 


3. Démontrer les formules suivantes : 


f dx ei arc tg (Fes) GC: 
) 


HA COS NX DE Sie X UN Gh 


C2 — sin x 4 Î Le 
IX —-10r (2 LCcoSs x) FF arcte Corse C. 
FEES  . s | 85) + 


1 — r cos x) dx x 1 r CAN 
RÉRR LERE or arc ie Sante FE NEO 
1-2 rcCos x Er 2 [| 2 


fstcos x dx = sin x (xt — 12 x? + 24) + cos x (4 xÿ — 24 x) + C. 


. 
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OX : . 1 
fe COS XAX— Las (a? cos? x + 2a sin x cos x + 2) + C. 
a(a? + 4) 


és L ea . D ç . > 
eax sin? x dx = (a sinx-—2asinxcosx-b2) 0: 


oc 
ser 
4 a(a* + 4) 


- xt 1 
xn Log x dx = an Log x === "1+0. 
| ; n ri ' ñ ) 


2 


PAIE 


| (Log x} dx = X[(Log x) — n(Log x)n—1 + n(n—1)(Log x)n—? 


- 


| (arc sin x)? dx = x [(are sin x}? — 2] + 2 (arc sin x) V1 — x? + C, 


CHAPITRE VI 


Intégrales définies 


S 1. Intégrales définies considérées 


comme limites de somme 


168. Fonctions intégrables au sens élémentaire. Première 
définition de l’intégrale définie. — Nous nous proposons ici 
de faire une théorie très élémentaire des intégrales définies, 
Nous dirons, quitte à généraliser cette définition plus tard, 
qu’une fonction f(x) est intégrable (au sens élémentaire) dans 
un intervalle (a, b) si elle est continue et, plus généralement, 
si, n'étant pas continue, elle est bornée et ne posséde qu’un 
nombre limité de points de discontinuité dans Pintervalle (a, b). 

Ceci posé, soit f(x) une fonction intégrable dans un inter- 
valle (a, b); désignons par m et M ses bornes inférieure et 
supérieure, c’est-à-dire (n° 12) les deux nombres les plus rap- 
prochés entre lesquels Ia fonction demeure comprise quand x 
varie dans (a, b). Décomposons lPintervalle (a, b) en éléments 
consécutifs par les points x, = 4, xX,, X3,... Xn41 = D. Soient, en 
général, Ô = Xi13 — Xi amplitude d’un des intervalles élé- 
mentaires, et m,; la borne inférieure de f(x) dans cette inter- 
valle 6. Formons la somme, étendue à tous les intervalles à, 
depuis a jusque b, 

n 
S— Dr 01. 
i=1 

On peut former une infinité de somme analogues en faisant 
varier le mode de subdivision de lintervalle (a, b). Mais, 
puisque m; est compris entre m et M, toutes ces sommes sont 
comprises entre m5; — m(bh— a) et MX; — M(h — a). Elles 


ont donc, en particulier, une borne supérieure, c’est-à-dire 
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qu’il existe un plus petit nombre qu’elles ne peuvent surpasser 
(n° 12). Cette borne est une intégrale définie ; elle se désigne 
par la notation 


b 
(1) | 10) Le 


./ a 


Les quantités «a et b, valeurs extrêmes de x entre lesquelles 
se fait la sommation, sont les limites de l’intégrale : a est sa 
limite inférieure, b sa limite Supérieure. 

L’expression (1) se prononce : intégrale ou somme de «a à b 
HA) IA 

La lettre x sous le signe d'intégration est la variable d’inté- 
gration et elle peut être remplacée par tout autre lettre, l’ex- 


pression 


| F6) à 


i 


est identique à la précédente. 
L’intégrale définie jouit des deux propriétés suivantes, qui 
vont nous servir à en transformer la définition. 


169. Théorème de la moyenne (Cas particulier). — De même 
que les sommes s dont elle est une limite, l’intégrale (1) est 
comprise entre les deux quantités m(b — a) et M(b — a). On 
exprime ce théorème, connu sous le nom de théorème de la 
moyenne, par la relation 


b 
| f(x) dx = u(b — à), 


où y désigne une certaine moyenne entre les valeurs de f(x) 
dans lintervalle (a, b), c’est-à-dire une quantité comprise 
entre m et M. 

Quand f(x) est continue dans l’intervalle (a, b), cette fonc- 
tion prend la valeur » en un point £ de l’intervalle (n° 27, VI) 


et l’on peut aussi écrire 
b 
| f(x) dx = f(E) (b — a). 
Ja 


170. Partage de l'intervalle d'intégration. — THÉORÈME. Si 
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l’on partage l'intervalle (a, b) en deux autres par un point 
intermédiaire €, on «a La relation 

"h G D 

| F(x) dx — | f(x) dx + | f(x) dx. 

Ja a C 

Observons d’abord que si lon partage un des intervalles 
O5 09». par exemple ;, en deux autres à; et à; par lPaddition 
d’un nouveau point de subdivision, la somme Ÿm;5; augmen- 
tera (si elle change), car le terme mû,; sera remplacé par une 
somme mjû, + Mmjù au moins égale (puisque m; et m; sont 
S mi). 

Ceci entendu, montrons que les deux membres de lPéqua- 
tion (2) ont la même définition. 

Le premier membre est la borne supérieure de toutes les 
sommes Ÿmo étendues de a à b (n° 169) ; le second est la borne 
supérieure des sommes analogues quand on s’astreint à 
prendre e comme point de subdivision. Cette condition res- 
treint l’ensemble des sommes considérées et, par conséquent, 
ne peut pas élever leur borne supérieure. Mais elle ne Pabaïisse 
pas non plus, Car nous venons de voir que toute somme Xmè 
calculée sans prendre € comme point de subdivision, est égale 
ou inférieure à une autre calculée avec ce nouveau point de 


subdivision. Le théorème est donc démontre. 


REMARQUE. — Ce théorème se généralise de proche en 
proche : Si l’on partage l’intervalle (a, b) en plusieurs autres, 
l'intégrale dans l'intervalle entier est la somme des inté- 
grales dans chaque partie. 


171. Définition usuelle de l'intégrale définie. — Partageons 
Pintervalle (a, b) en intervalles consécutifs (X;, xi41) d’ampli- 
tudes 0;, désignons par M; et m; les bornes supérieure et infé- 


rieure de f(x) dans l’intervalle à; et formons les deux sommes : 
>» midi, D Mi, 


étendues à tous les intervalles à;. Nous allons démontrer le 
théorème suivant, qui fournit la définition la plus usuelle de 


l'intégrale définie : 
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THÉORÈME. — L’intégrale 


| FC) EX 


a 


est comprise entre les deux sommes Xmiûi el Mi et est leur 
limite commune quand tous les intervalles à; tendent vers zéro. 

En effet, en vertu du théorème précédent, l’intégrale dans 
(a, b) est la somme des intégrales dans chaque intervalle 


(XXE EL) SONIA ONC 


» 1 Y 
| f(x) dx — s | HDI 
a X; 

Le second membre est compris entre m;5,; et ÈM,, car le 
théorème de la moyenne (n° 167) s’applique à chaque terme, 
ce qui prouve la première partie du théorème. 

ur établir la seconde, il reste à montrer que la différence 
Pour établir la seconde, il reste à montrer que la différence 


de ces deux sommes, à savoir 


» (M; TE m;) 0j 
i 


tend vers zéro avec tous les intervalles 0;. La conclusion est 
immédiate si f(x) est continue dans l'intervalle (a, b), car, 
quelque petit que soit le nombre positif donné e, les oscilla- 
tions M; — m; deviennent toutes inférieures à € quand les 
intervalles 0; deviennent tous suffisamment petits. (n° 27, IV). 
La somme Y(M; — mi) à; est alors moindre que &Ï5; ou &(b — a), 
quantité aussi petite que lon veut avec es. Cette somme tend 
donc vers zéro. 

Cette conclusion subsiste, si f(x), restant bornée, possède 
un nombre limité de points de discontinuité entre «& et b. En 
effet, donnons-nous en nombre positif w arbitrairement petit. 
Les oscillations M; — m; deviendront, comme ci-dessus, infé- 
rieures à « dans tous les intervalles à; qui restent à une dis- 
lance >> w des points de discontinuité, et sont, par suite, inté- 
rieures à des intervalles fixes où la fonction est continue. La 
partie correspondante de la somme Y(M; — mi) 5; aura donc 
pour limite zéro. 

La somme des autres intervalles à; et, avec elle, lPautre 
partie de la somme (M; — m;) 9; peuvent être supposées aussi 
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petites que lon veut avec ©, puisqu'il n’y a qu’un nombre 
limité de points de discontinuité. La limite de la somme com- 


plète ne peut donc encore être que Zéro. 


172. Autres limites de sommes qui peuvent servir de défi- 
nition à l’intégrale définie. — Il est souvent utile de consi- 
dérer l'intégrale définie comme limite d'expressions différentes 
des précédentes. Supposons f(x) intégrable dans Pintervalle 
(a, b) et partageons encore cet intervalle par les points 
NX ati D en parues d'amplitudes 0. On 


aura 
b n : 
| HOUR Eli (E) 07 
œ Pl 


le point £; étant choisi arbitrairement dans lintervalle 6; et 
tous les intervalles à; tendant vers zéro. En effet, f (6) étant 
compris entre les bornes M; et m:;, la somme précédente est 
comprise entre les deux expressions EM; et Êm;, qui ont 
toutes deux pour limite l’intégrale définie, donc elle à la 
même limite. 
On peut choisir, en particulier, & = x:, et écrire à = dx: ; il 
vient alors 
D n 
| f(x) dx = lim E f(x;) dxi. 
Ja 11 
Ainsi l’intégrale définie peut être considérée comme la limite 
d’une somme de différentielles. C’est même là le premier 
point de vue auquel on s’est placé pour la définir. Aussi c’est 
dans la relation précédente que l’on trouve l’origine du nom et 
de la notation de l’intégrale définie et, en particulier, du signe | 


qui représente une limite de sommes. 


173. Cas où a est > b. — Nous avons supposé jusqu'ici 
a << b, mais la définition de l’intégrale 


| rt dx 


[42 
comme limite de sommes, et ses conséquences, en particulier, 
le théorème de la moyenne, subsistent pour a > b. Seulement, 
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comme les points de subdivision x; sont supposés numérotés 
dans le sens de a vers b, toutes les différences x;11 — Xi = 0; 
deviennent maintenant négatives et les ambplitudes des inter- 


valles élémentaires sont — à;. Ecrivons donc 
b 
| f(x) dx = lim 2 M; = — lim SM; (— oj) ; 
J 
nous avons, par la définition antérieure, b étant < 4, 


«a 
Ne) | f(x) ax : 
D 
par conséquent, 


| rc IR Es | rx) ax. 


JD 


Donc intervertir les limites d’une intégrale définie revient 


a changer son signe. 


REMARQUE. — Ce théorème permet d'écrire l'équation (2) du 


n° 170 sous la forme suivante : 
D C a 
| [(X) dx EE | f(x) dx + | {(x) dx = 0, 
«a Dh CG 


comme on a en géométrie ab + be + ca = 0 en vertu du prin- 
cipe des signes. Sous cetté forme, l’équation est symétrique 
en «a, b, ce. Par conséquent, elle subsiste quelle que soit la 
situation respective de ces trois points. Elle suppose seule- 
ment la fonction intégrable dans tous les intervalles considérés. 


174. Signification géométrique de l'intégrale définie. — 
L'intégrale définie est susceptible d’une interprétation géo- 
métrique. Soit f(x) une fonction continue dans l’intervalle 
(a, b) ; considérons la courbe qui a pour équation en coordon- 
nées rectangulaires 

Y = f(x) 
et supposons, pour fixer les idées, que son ordonnée soit posi- 
tive. Proposons-nous de définir et d'évaluer l'aire comprise 
entre la courbe, l’axe des x et les deux droites x = a et x = b. 

Partageons cette aire en segments élémentaires par des 
parallèles à l’axe des y, d’abscisses successives X,, X,,... Xp, 


INTÉGRALES CONSIDÉRÉES COMME LIMITES DE SOMMES 207 


menées entre les droites extrêmes x = «a (ou x,) etx — b 
(ou x,11). Un segment quelconque de base xX;,1 — xi (ou di) est 
compris entre deux rectangles, l’un inscrit dans le segment et 
l’autre circonscrit. Le premier a pour hauteur le minimé mj;-de 
f(x) entre x; et x;11, l’autre, le maximé M; entre les mêmes 
points. Leurs mesures sont m;û; et M;ô,. 

Donc l'aire à évaluer est comprise entre la somme m,5, des 
rectangles inscrits et celle ÈM5; des rectangles circonscrits. 
Comme ces deux sommes tendent vers la même limite quand 
tous les segments tendent vers 0, cette limite commune peut 
servir de définition et de mesure à l'aire que nous nous 
sommes proposés d'évaluer. Cette aire est donc égale à l’inté- 
grale définie 


D 
| HUCHUX 


Telle est l’interprétation géométrique annoncée : Une inté- 
grale définie représente une aire plane. 


175. Intégrale considérée comme fonction de sa limite 


supérieure ; sa dérivée. — Remplaçons la limite supérieure h 
de l'intégrale définie par une variable X, nous formons une 


fonction de X : 


F(X) = | F9) dx. 


Cette fonction jouit des propriétés fondamentales suivantes : 

La fonction F(X) est continue dans tout intervalle où f (X) 
est intégrable. 

En effet, pour un accroissement h de signe quelconque 
donnée à X, on a (n° 173) 


| rep dx = [4 [rca dx: 


Œ a X 


donc, par le théorème de la moyenne (n° 169 et 173), 


X 


+h 
FX + h)— F(X) =| f(x) dx = uh, 


x 


où y est une valeur moyenne de f(x) dans l'intervalle de X à 
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X + h. Cette relation prouve que F(X + h) — F(X) tend vers 
zéro avec h, donc F(X) est fonction continue de X. 

Supposons maintenant que f(X) soit continue au point X ; 
la valeur moyenne u tend vers f(X) quand À (positif ou néga- 
tif) tend vers zéro, et l’on tire de la dernière équation 


F'(X) = lim ne 
h=1 R 


= limu = f(X). 


De là, le théorème fondamental suivant : 

La dérivée d'une intégrale définie par rapport à sa limite 
supérieure est égale & la valeur de la fonction sous le signe 
d'intégration à cette limite, pourvu que cette fonction soit 
continue en ce point. 


176. Autres propriétés des intégrales définies. — I. Si f(x) 
se décompose en une somme de fonctions intégrables, à savoir 


@(xX) + VX) + +, la fonction f(x) est intégrable et l’on a 


240) ni) b 
(1) | f(x) dx = | &(x) dx + | L(x) AX + 


rest la règle d'intégration par décomposition pour les 
intégrales définies. Elle se démontre facilement au moyen de 
la définition de l’intégrale donnée au 171. En effet, on a 


E fi) à = 2 (6) à + E LE) 0: + 


Faisons tendre les à; vers zéro et passons à la limite ; par 
définition, l’équation précédente sera remplacée par Péqua- 
tion (1). 

IT. Un facteur constant peut être mis hors du signe d’inté- 
gration. 

Soit, en effet, À constant ; on a, par définition (n° 171), 


b 
| A f(x) dx = lim 3 À f(&) à, — A lim D f(E) à; 


D 


|A f(x) dx = À | 69 ax. 


œ 


177. Théorème de la moyenne. — Considérons l’intégrale 


| C0) #00) ax 
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et supposons que la fonction à intégrer soit le produit de deux 
fonctions intégrables, lune (x) constamment positive dans 
l'intervalle (a, b) et l’autre f(x) comprise entre m et M. On 
aura, si b > a, 


«! 


D }) °h 
DIM fx] 20) dx > 0, Tr) — m] 200 dx > 0, 


car, les fonctions à intégrer étant positives, ces intégrales sont 
des limites de sommes positives. On peut décomposer ces 
intégrales en deux autres et faire sortir les constantes M et m 
du signe d'intégration (n° 114) ; il vient ainsi, sans difficulté, 


vel 


} D D 
\ \ 2(x) dx > | f(x) ex) ax > m | P(x) dx. 


(£ 


Donc, en désignant par : une moyenne convenable entre les 
valeurs de f(x) dans Pintervalle (a, b), on peut écrire 


D D 
(3) | x) #09 dx = p | 400) dx: 
(42 (42 
C’est dans cette relation que consiste le théorème de la 
moyenne. Nous lavons établie en supposant b > «a et (x) 
positive, mais elle subsiste évidemment pourvu que 2(xX) ne 
change pas de signe dans l’intervalle (a, b). 
Quand f(x) est une fonction continue dans l'intervalle (a, b), 
on peut remplacer v par f(£), où 5 est une valeur convenable 
de x dans cet intervalle, et écrire l'équation (3) sous la forme 
suivante : 
D j y 
»,F g. és 
(1) | fx) #09 dx = FE | e(0) dx. 
Œ [42 
En faisant ©(x) — 1 dans les formules (3) el (4), on retrouve 
celles du n° 169 : 
on) 


PEL 
| f(x) dx = u | dx = u(b — à), 


« Ju 


b 
A! 


h 
| rx) dant (S) | dx = f(£) (b — a). 
14 
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S 2. Relation entre les intégrales définies ou indéfinies 


Calcul des intégrales définies 


178. Retour sur le chapitre précédent : Existence d’une 
fonction ayant pour dérivée f(x). Remarques sur les nota- 
tions. — Dans tout le chapitre V, on a admis provisoirement 
le résultat suivant, énoncé au n° 168 : Si f(x) est continue 
dans l'intervalle (a, b), il existe une fonction ayant f(x) pour 
dérivée dans cet intervalle. Ge théorème se trouve maintenant 
rigoureusement établi. En effet, l'intégrale 


FO dy 


estune fonction particulière qui jouit de cette propriété (n°175). 
Lorsqu'il n’en résulte aucune confusion, on remplace habituel- 
lement la lettre y par x dans la notation de l’intégrale précé- 
dente, qui devient 


| fx) (Le 


Cette expression a donc pour dérivée la fonction f(x) écrite 
sous le signe d’intégration. Cette propriété commune des inté- 
grales indéfinie et définie : 


f(x) dx, f(x) dx, 
| h 


explique l’origine du signe | dans la notation de la première. 


179. Relation fondamentale pour le calcul des intégrales 


définies. Lorsque, par un procédé quelconque, on a trouvé 


une fonction continue F(x) qui admet f(x) pour dérivée dans 
l’intervalle (a, b), cette fonction ne peut différer que par une 
constante de l’intégrale définie considérée ci-dessus, car ces 
deux fonctions ont la même dérivée. Il vient donc, C désignant 
une constante à déterminer, 


(rex) dx = F() + c: 
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En particulier, si x = 4, on trouve 0 = F(a) + GC, d’où l’on 
tire OC = — F(a) ; par conséquent, 


| FC Axe EX) 10): 


vd Œ 


et, si lon fait x = D, 


(1) | rt) dx = F(b) — Fa). 


C’est la formule fondamentale pour le calcul des intégrales 
définies. On la met souvent sous la forme plus condensée 


(2) | fx) dx = [F(x)], - 


Le second membre se prononce en abrégé : F(x) aux limites 
a et b. Il représente l’accroissement éprouvé par la fonction 
continue F(x) quand x passe de a à b, ce que nous appellerons 
aussi la différence de F(x) dans l’intervalle (a, b). De là, le 
théorème suivant : 

L'intégrale définie fe f(x) dx, prise entre deux limites entre 
lesquelles f(x) est continue, est égale à l'accroissement d’une 
fonction continue F(x) ayant f(x) pour dérivée, quand x 
passe de «a à b. 


180. Sur la manière d’employer le théorème précédent. 
Le théorème précédent est fondamental. Il ramène le calcul de 
l'intégrale définie à celui de l'intégrale indéfinie, auquel s’ap- 
pliquent toutes les méthodes exposées dans le chapitre V. 

En effet, l'intégrale indéfinie a pour dérivée f(x) par défini- 
tion, et l’équation (2) peut s’écrire 


D) 
« 


(3) | f(x) dx — \ F9 ax 


L'intégrale indéfinie comporte une constante arbitraire, 
mais on peut la négliger pour le calcul de l'intégrale définie, 
car le théorème précédent s’applique à toute fonction ayant 
pour dérivée f(x). 

Lorsque la fonction F(x) est à déterminations multiples, le 
choix des valeurs à attribuer à F(a) et F(b) dans la formule (1) 
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résulte de la condition de continuité imposée à F(x). En géné- 
ral, on pourra choisir arbitrairement la détermination de 
F(a), mais alors celle de F(b) est imposée, car il faut que 
F(x) varie d’une manière continue de F(a) à F(b) quand x 
varie de « à b. 

Cette remarque s’applique, en particulier, aux inverses des 
fonctions circulaires. On a, par exemple, 


| s| ee 


— arc tg b — arc tg a ; 
mais les valeurs arc tg a et arc tg b doivent appartenir à la 
même branche de fonction. Le plus simple est donc de consi- 
dérer la branche principale. Si l’on fait a = 0, b = 1, il vient 


. ax ne ir RTE T. 
ol + xf 4 4 


] 
“ 


ainsi 


181. Remarque sur la définition de l'intégrale définie. 
Certains auteurs prennent la relation (3), 


b 


| UN) dx | : 


œ 


D 
| f(x) dx — 


comme définition de l’intégrale définie, et considèrent comme 
une propriété légalité de cette expression avec une limite de 
sommes. Ce mode d’exposition peut paraître plus simple à 
première vue, mais cette simplicité est plus apparente que 
réelle. En effet, cette définition postule l’existence d’une 
fonction ayant pour dérivée f (x), et celle-ci ne peut-être établie 
d’une manière générale que par la considération d’une limite 
de sommes. 


« 
182. Intégration par décomposition et par parties. Les 
regles d’intégration par décomposition, par parties et par sub- 
stitution s’étendent aux intégrales définies, mais avec des 
modifications tenant aux limites. 
Si u, 0, w,... sont des fonctions intégrables de x, on a 


b b b 


b 
(1) | (u + 0 — w + :.) dx — | (FAI RE | () ax —\ œ dx +... 
Le (42 


(4 a 
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C’est la règle d'intégration par décomposition, déja démon- 
trée (n° 176). 

Si u et 6 sont des fonctions de x ayant des dérivées inté- 
grables u’ et +’ dans lintervalle (a, b), uv a pour dérivée 
HVREEIUUS: OD A ONG 


re D 


, 1 
| (uv' + u'v) dx = quo 
J & 


et, par la règle précédente, 


b J D 
} 
| HORS uv | —| TE CLX 


a Ja 
C’est la règle d'intégration par parties. On peut lPécrire, en 


abrégé, 


b b D) 
| udo = juol . e du, 


« Œ 


en sous-entendant que les limites sont relatives à x. 


183. Intégration par substitution. Cette règle exige un 
peu plus d'attention. Soit f(x) une fonction continue de x dans 


l'intervalle (a, b) ; posons 
x = œ(i) 


et supposons : 1° que, quand t varie de {, à T, o(t) varie d’une 
manière continue de a à b (ce qui ne suppose pas que &(t) reste 
compris entre «a et b) ; 2° que #(t) ait une dérivée continue (1) 
dans l'intervalle (4,, T) ; 3° que ff[e(t)] soit aussi continue dans 
cet intervalle. Cette dernière condition résultera d’ailleurs des 
précédentes si +(t) reste compris entre « et b. Je dis que lon 
aura 


D T 
(6) | rex) ax = | fret] # (0 at. 


(42 


C’est la formule d'intégration par substitution. Pour la 
démontrer, considérons les deux fonctions de t : 


de f(x)dx el | fle(0] “(0 dt. 


AU 
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Elles ont la même dérivée. La dérivée de la seconde est la 
fonction sous le signe d’intégration (n° 175). Celle de la pre- 
mière s’obtient par la règle de dérivation des fonctions de 
fonctions : on calcule d’abord la dérivée de cette intégrale par 
“apport à sa limite supérieure (1), ce qui donne f[z(t)], puis 
on multiplie ce résultat par la dérivée de (1). On trouve dans 
; = Pr. ! 
les deux cas f[e(t)] (4). 
Les deux intégrales, ayant même dérivée, ne différent que 
par une constante ; elles s’annulent toutes deux pour { = t,, 


donc elles sont égales. En particulier, si { = T, il vient 
le , , 


F Er) T 
(1) LL ro ax = | rie at 


J?) 
Cette équation revient à (6), car #(1,) = a, o(T) = b. 


CAS OÙ IL Y A DES DISCONTINUITÉS. — Plus généralement, la 
formule (6) subsiste si la fonction £(t) est continue et si les 
fonctions f[£(t)[ et z'(t) sont bornées dans l’intervalle de £, a T 
et n’ont, dans cet intervalle, qu’un nombre limité de points de 
discontinuité. 

En effet, on peut partager l'intervalle ({,, T) en parties con- 
sécutives dans lesquelles il n’y ait de discontinuité qu’à l’une 
des limites, et il suflit de démontrer que la formule (7) s’ap- 
plique dans chaque partie, car, en additionnanl les résultats, 
elle s’étend à l’intervalle entier. 

Nous pouvons donc admettre qu’il n’y ait de discontinuité 
qu’à la limite supérieure T, auquel cas nous avons (sans diffi- 
culté, quelque petit que soit & positif) 


@(r—E) T—E€ 
LU reoax = |, rteoz(o ac: 


AU l 


et, à la limite pour e& = 0, cette équation revient à (7) et, par 
suite, à (6). 


184. Intégrales définies généralisées. — La définition de 
l'intégrale définie suppose les limites a et b finies, et la fonc- 
tion f(x) bornée dans l'intervalle (a, b). Si ces conditions n’ont 
pas lieu, il faut de nouvelles définitions. 
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1° Soit f(x) une fonction bornée et intégrable (n° 168) dans 
l’intervalle (a, x'), quel que soit x’, pourvu que x’ soit > a. 
L'intégrale de f(x) dx prise entre les limites «a et æ est, par 
définition, la limite, si elle existe, de l'intégrale prise entre & 
et x’ quand x’ tend vers l'infini et c’est une intégrale généra- 
lisée. On a donc 


o0 x! 
(8) | Fe) dx — lim | f(x) dx. 
Ja Xl=00. PC 
Si cette limite n’existait pas, l’intégrale à limite infinie 
n’existerait pas non plus. L'existence de l’intégrale à limite 
infinie n’est pas assurée, même quand f(x) est continue. Cer- 
taines règles permettent, dans des cas étendus, de constater si 
l'intégrale à limite infinie est déterminée ou non. Nous nous 
en occuperons dans une autre partie du cours. Ponr le moment, 
contentons-nons de remarquer que, si l’intégration indéfinie 
peut être effectuée, la définition de l’intégrale généralisée suffit 
pour s’assurer de son existence et la calculer. Par exemple, 


z ne 
| Cd Un | URL 62) 0e 
0 V=ca gd X/= 100 

Les intégrales prises entre les limites — % et h, ou entre 
— > et +  s’interprètent d’une manière analogue. 

2° Soit maintenant f(x) une fonction bornée et intégrable 
dans l'intervalle (a, b —:) quelque petit que soit &, mais qui 
croit à l'infini quand x tend vers b. On pose, par définition, 
a étant donc supposé < b, 


b b—e 
(9) | f(x) dx — li | f(x) dx. 
a ë—=0 Ja 
L'existence de l’intégrale généralisée est liée à celle de 
cette limite. Lorsque l’intégration indéfinie peut être effectuée, 
cette définition suffit pour faire le calcul ; on a, par exemple, 


-= Jim arc sin (1 — €) — 


LU CE Li 
\ 1 — X? = 


3° Si f(x) augmentait indéfiniment quand x tend en décrois- 
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sant vers a 7 h, mais élait bornée et intégrable dans lPinter- 
valle (a + :, b) quelque petit que fût e posilif, on poserait 
“h l 
(10) f(x) dx = lim | THON 
Ja E=0 Ja+E 
et l’existence de l’intégrale serait liée à celle de cette limite. 
4° Supposons enfin que f(x) devienne infinie pour un nom- 
bre limité de valeurs de x dans l'intervalle (a, b). Partageons 
cet intervalle en parties consécutives où f(x) n’est infinie qu’à 
l’une des limites. L'intégrale de f(x) dx dans (a, b) sera, par 
définition, la somme des intégrales dans chaque partie. Pour 
que l'intégrale généralisée existe dans Pintervalle (a, b), il 
faut donc qu’elle existe dans chaque partie, ce qui ramène aux 


définitions précédentes. 


185. Extension de la formule fondamentale (1) au calcul 
des intégrales généralisées. — I. Lorsque la fonction f(x) est 
continue pour toutes les valeurs de x dans l'intervalle (a, b), 
sauf pour un nombre limité de valeurs exceptionnelles qui 
peuvent la rendre infinie, équation fondamentale (1) pour le 


calcul des intégrales définies (n° 170), à savoir 


| 9 dx = FO) — FO, 


a 
subsiste pour l'intégrale généralisée, pourvu que la fonction 
F(x) soil continue dans tout l'intervalle (a, b) sans exception, 
et qu’elle ait f(x) pour dérivée sauf pour les valeurs excep- 
tionnelles. 
En effet, si b est la seule valeur exceptionnelle, l’équation (9) 


donne, puisque F(x) est continue au point b, 
re b 
LG) dx = lim{F(b — <) — F(@)] = F(b) — F(@). 


La conclusion est analogue, si a est la seule valeur excep- 
tionnelle, S'il y a une valeur exceptionnelle € intermédiaire 
entre a et b, il vient 


|rcoax = + Lroo de = Fo — FC + RG) — F0). 


a 
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Comme F(c) disparaît, on retrouve encore la même équa- 
tion. Enfin la démonstration s’étend de proche en proche au 
cas Où il y aurait plusieurs valeurs exceptionnelles intermé- 
diaires. | 

II. Si les fonctions f(x) et F(x) sont continues pour toutes 
les valeurs de x supérieurs à &, et si F(x) tend vers une limite 
déterminée F(<) quand x tend vers linfini, l’équation fonda- 


mentale, 
| f(x) dx =E(cœ) — F{a), 


subsiste encore, car, en appliquant l’équation (8), il vient 


| f(x) dx = lim [F(x') — F(a)] = F(c) — F(a). 
a xi— 0 

186. Application au calcul de quelques intégrales définies. 
— Indiquons quelques applications de la formule fondamen- 


tale 


fe 
{ 


| rt) dx — | rtx) dx 


h 


d 


I. Si a est différent de 0, on a 


Jo « 


, 


[4 


7 sin aX[T sin ar 
COS aX dx = : 
0 


donc, si a est entier et différent de 0, 


ME 

| COMMUNE 0" 

0 

On conclut de là que, si m et n sont des entiers différents, 
T ACT DAT 

| COSMXCOS NX ax = cos(m + n)xdx + | cos(m—n)x dx =0; 
0 0 


0 


tandis que, si m = n, 


| À 


T { T 
| cos mx dx = 5\ (1 + cos 2mx) dx — 
0 0 


II. De la relation du n° 140 : 


— ——arc tg He Ce 


(5 he j: bxX 
a + b°x? ab 
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TH 


on déduit 
b oroirE 1 | 
[arc tg oo — arc tg 0] — PTS. 


\. CPS D A RerT 

III. De la relation du même numéro : 
dx 1 a + bx Late 

Cet trees GT MODE TIR 

ADN OO AD RAR DT à 


| 


on déduit (a, b étant positifs et a > b) 


+. dx il 
0 
o d— b°x7 2 ab a 


a + D 
a — b 


| 


IV. Si (a + b) et (a — b) sont positifs, on a (n° 162) 


: arc is] a— b Re — 
CRE sr] 2 

| a b GE di, 
T 
ya? — b? 


dx “ 
a + bcos x 


| 


[arc tg © — arc tg 0|— 


| 5 dx ti 
oa + bcosx a? p? 
Si, au contraire, a + best > 0eta—b<0,ona 
l 1 sx +V/D?— «sin: 
| ave = - 1 «(2 + a cos x +} b°— a*sin > TC 
Ja+bcosx ph? a Pb cos x 
core 
2 dx :l Lo ( pp éi 
Jb? — a° a 


oa4a + bcos x 


V. Des deux relations du n° 165, à savoir 
eX (a cos bx + b sin bx) 
HEC 


ex cos bx dx — 
| dereb 
RE ; ex (a sin bx — b cos bx) ; 
ex sin bx dx — . : SC 
ab 
on déduit, «a étant positif et b de signe quelconque 
2 Le) , 
(ee) 
«a L . D 
- CHA SINDXAX= EE 
a° + b° \. ad’ + b° 


D 
| eTAX COS DXUX—= 
0 


187. Intégrales obtenues par des formules de réduction. 
I. Les formules de réduction se simplifient souvent quand 
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on les applique aux intégrales définies, Ainsi, de la formule 
INRCRUN Er e NC COIN) Ce CEUX, 


on conclut, si n est positif, 


» 


pe 
| xre *dx =n | AE CECI 
0 0 


Si, de plus, n est entier, cette formule donne, de proche en 
( ? ? ] 


proche, 


» D Le e) 
| NOEL = INA | ÉRAX = 
0 0 


IT. Lorsque m et n sont des entiers positifs, les formules de 
réduction (3) et (4) du n° 162 donnent les deux suivantes : 


T Te 
RE m—1(2. : 
AI TOX COR AXE = int X COS UX AX. 
Jo m + nn jo 
T Li 
cie n—1 (2. a 
SCO OX Sin X COST XX: 
JO TIR RTS 


La première subsiste pour n — 0 et la seconde pour m — 0, 


auxquels cas il vient 


T … 
a. mm 12. . 
sin" x dx = - A RUE ae Re 
0 nt 0 
T LL 
2 n —1(2 ; 
CON RL CONS SX AX: 
0 nm 0 


Ces quatre formules permettent de réduire, de proche en 
proche, les exposants m et n à 0 ou à 1, donc les intégrales à 


l’une des quatre suivantes : 


w| 3 
| 4 


COS XUX, | sin X COS X dx, 
0 


w|: 


| | dx, | “sin x D Eee | 


0 0 


; T 1 
ayant respectivement pour valeurs DE 1; 1°et 5" 


Pour abréger l'écriture, convenons de représenter par m !! 
le produit de tous les entiers non supérieurs à m mais de même 
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parité que m (ce que nous pouvons appeler une semi-facto- 
rielle). Il viendre 
(m—1)!!f x 


| 
m !! à 
in ge BU R —— £ 
CUS EC UX | (m—1)!! 


(m pair), 


€ 


| 7 


w| 2 


| sin”? x dx — | 
0 


al (m impair). 
{m—1)!!(n—1)!! 
(MEET)! 
\ sin” X cos" x dx — | (NOTE) AE fe ou n ou Eu 
(m+n)!! deux impairs. 


ur 
9 (m et n pairs), 


w| a 


Lorsque m et n sont impairs, soit m = 2p + 1,n=2q +1, 
la formule précédente se simplifie, il vient 


em 
LAS 
) 


d'A s Î ET 
| sin?PFi x cost x dx = — RARE te 
0 ù 2 (p+q+i)! 
188. Exemples de changements de variables. — I. Par la 
substitution x = tg 3, il vient, eu égard aux résultats précé- 


dents (m entier et positif), 


1 | à 


| dx | _(2m—3)ll x 


——= | cos”"2zdz = > 
HUE) Ô (2m—2)!! 2 


IT. Par la substitution x = sin 3, il vient (m entier positif) 


T 
né CRÈRE 2m) !! 
| (1 — x°)" dx — | cos?nri 3 dz = — Eun . 
0 0 (Art) 


IT. Par la substitution x — sin 3, il vient (m entier positif) 


(m pair), 


% 
Le 1! 
| xm dx | si ne. er 2 
bass m—1)11 : : 
op1 — X° 0 ) (m impair). 


IV. Par la substitution x = a + (b — a) sin°e, il vient 


NŸ 


| dx | 
= = d do NT, 
a Vÿ(b— x) (x — a) 


CALCUL DES INTÉGRALES DÉFINIES 221 


MParlassubstitution | ax-x2=xe, d'où x =a: (13°), 


il vient (m entier positif) 
| É dz 
mr 


0 (1 + 2) 


St 40 
A A ) RAS 


(2m) !! 


|. x dx 


A TRUE. 
VI. Par la substitution x = sin? 3, il vient (p, q entiers 


positifs) 
ie | DA 
SIN 2 COST Ja : 
p+q+1)! 


| à 


L2 


1 
| XP (1 — x)f dx = 2 | 
0 0 
: (1 + 3), la même intégrale 


VII. Par la substitution x — 


se transforme dans 


| 


189. Formule de Wallis. 
positif et x une variable comprise entre 0Oetr:2;ona 


RTE U p!q! 
EUR p+rq+h! 
Soient n un nombre entier 


STE CE SIN EX SIDE X, 


par conséquent, 


w| 3 


€ 


w| à 


SAN UN | SU NON 
SU 


wa 


| SUR TX ES | 
J 0 


0 
et, en remplaçant les intégrales par leurs valeurs numériques, 
_@n—1)!!r _(2n —2)!! 

(2n)!!f 2 -(2n—1)!! 


(2n) !! 
(ATOS 
On déduit de ces inégalités 
(2n) !! 


(21) 1ER 0 T DEL 
one ris es inle 


donc, 4 élant compris entre 0 et 1, 
(2n) !! 
D nl) Li 


Faisant tendre n vers l'infini, et observant que (2n) : (2n +0) 


SUN | 
On +4 


T 


tend vers l’unité, on obtient la formule de Wallis 
(271) POI ET 
(@n—{}1)!!|n 


rx = lim 


n=S 
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190. Intégrales obtenues par des artifices de calcul. Exem- 


ples. — [L'intégration indéfinie est le procédé le plus impor- 
tant pour calculer les intégrales définies, mais ce n’est pas le 
seul. Certaines intégrales définies se déterminent par des arti- 
fices de calcul, sans qu’il soit possible d’obtenir sous forme 
finie les intégrales indéfinies correspondantes. 

I. Un des exemples les plus remarquables est fourni par 


l'intégrale généralisée 
(ee) 
2 
| ÉR AUX, 
0 


qui joue un rôle important en calcul des probabilités. Pour la 
calculer, établissons d’abord quelques inégalités. 

La fonction (1 + «)e%, ayant sa dérivée — «e—* de signe 
contraire à z, atteint son maximé (qui est 1) pour & = 0. Nous 
avons donc, en remplaçant & par + x*, 


(HERO ES a (LEE 


d’où les deux inégalités 
2 Î 
TX ee: 
 « « { + x? 


Elevons-les à la puissance positive n, en supposant 1 — x? 
positif dans la première, nous trouverons 


Î 


TROIE ter 


Comme nous avons (par la substitution de x} n à x) 
1 é 
22 Fe 
| CaUXe |, ah en ax > Vn \ ex dx, 
0 0 


nous tirons des inégalités précédentes, pour n entier (n° 189), 


Aie (Q2n —3)!! x 
(270 2) IR 


ÿ e—* dx ed Vn ! TE j" 


En COHEN 


s) s CE 1 
D XX" ÿ «2\n — 
| € ax > Vn | (1 XS) EUX PE LOU 
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Ces deux résultats peuvent aussi s’écrire comme il suit : 
2n [(2n—1)!! 
@njtr Vn/ 


ee] 


(2) VE T 
< \. PARLE <9 2n—1 


2n+l Qn —1)!!yn 
Faisons tendre n vers l’infini; ces deux crochets tendent 


respectivement vers Vz et 1: /x par la formule de Wallis, 


A TS e 
donc les deux membres extrêmes tendent vers | x : 2, et il 


n 


vient 


ee mhe Vr. 
2 


0 


| 


IT. Comme second exemple, considérons l’intégrale suivante 


TX sin X x 
rl + cos° x 
5) 


A 


T 0 
STE 
ol COS x 


FC SIC XX 
o À + cos? x 


Par la substitution x = x — 3, la derniere intégrale devient 


T 
sin 3 dz 2 3 sin 3 dz 
1 + cos° z o TL + cos’ z 


0 (x — 3) sin 3 dz 
— —= FT 


— | 1 + cos? z 


w|4 


Portons cette valeur dans l’équation précédente, nous trou- 


Eu 7 
L 


) 
El 


vons 
arc tg (cos x) 1 


A 


0 


Eu 


SSI XX 
VRP ER 
o 1+cos* x 


T x sin X dx 
FL PLSON TN = fTÜ 

o À + cos* x 

IIT. Considérons, en dernier lieu, l'intégrale suivante : 


w| A 


| Log (sin x) dx + | ; Log (sin x) dx. 
T 


\ “Log (sin x) dx — | 
0 


Nous avons, d’une part, 


w|3 


TC 
| Log (sin x) dx = 2 | Log (sin x) dx; 
D 0 


— r — 2, l'intégrale ci-dessus aux 


car, par la substitution x 
2et r se transforme dans celle aux limites 0 et x : 2. 


limites r : 
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x X 
D’autre part, sin x = 2sin TZ COS ; donc, en prenant les 


log rarithmes el intégrant, nous avons 


/ 


|| Log (sin x) dx =7Log 2+ | Log (sin DIS + | Logfcos A dx 
0 0 


T 
EI 


— r Log 2 +2 \s Log (sin x) dx +2 | Log (cos x) dx 
0 


w | 4 


EE 


= 7r Log 2 +4 k Log (sin x) dx, 


car les deux intégrales aux limites 0 et + : 2 se ramènent l’une 
à l’autre par la substitution x = (x : 2) — z et sont, par con- 
séquent, égales. 

De la comparaison des valeurs obtenues de part et d’autre, 
nous tirons, en réduisant, la valeur de l'intégrale cherchée 


(EULER) : 


| 4 


\ Log (sin x) dx — ee Log 2. 
0 2 


CHAPITRE VII 


Formules fondamentales de la théorie 
des courbes planes 


$S 1. Tangente et normale aux courbes planes 


191. Représentation analytique d’une courbe plane. — En 
premier lieu, une courbe plane peut êlre considérée comme le 
lieu des points du plan dont les coordonnées cartésiennes x el y 
sont liées par une équation 


(1) BOSS) EC 


Nous appellerons point ordinaire de la courbe, tout point où 
les deux dérivées partielles F£ et F°. sont continues et ne 
s’annulent pas simultanément. Les autres points de la courbe 
sont des points singuliers ; nous les supposerons, S'il en 
existe, isolés les uns des autres. 

Dans le voisinage d’un point ordinaire où F°. n’est pas nul, 
l'équation (1) définit une fonction implicite y de x (n° 121) ; on 
peut donc résoudre l’équation (1) par rapport à y et la rame- 
ner, au moins implicitement, à la forme 


(2) DC), 
la fonction f(x) ayant, suivant les principes de dérivation des 
fonctions implicites, une dérivée continue — F°,:F,. 

Si F.s’annulait en un point ordinaire, Fkne s’annulerait pas; 
la résolution de l’équation pourrait se faire par rapport à x 
considérée comme fonction de y et la conclusion serait ana- 
logue à la précédente. 

Nous mettrons le plus souvent léquation de la courbe 
sous la forme (2). Nous supposerons alors l’existence ou la 
continuité des dérivées de f(x) jusqu’à un certain ordre qui 


_ 


15 
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sera indiqué dans chaque cas particulier. Nos formules s’éten- 
dront aux équations de la forme (1), en vertu des règles de 
dérivation des fonctions implicites, à condition de nous borner 
aux points ordinaires de la courbe et de supposer Pexistence 
et la continuité des dérivées partielles de F jusqu’à Pordre 
requis pour les dérivées de f. 

En second lieu, on peut considérer une courbe plane comme 
le lieu des positions successives d’un point mobile. On est 
ainsi conduit à exprimer les coordonnées x et y de ce point en 
fonctions continues d’un paramètre variable {. La courbe est 


alors définie par deux équations 


(3) x = (1), y = Ÿ(), 
et l’on dit que ces formules fournissent une représentation 
paramétrique de la courbe. Quand nous ferons usage de cette 
représentation, nous supposerons que les fonctions + et Ÿ sont 
continues ainsi que leurs dérivées jusqu’à un certain ordre. 

Nous appellerons points ordinaires de la courbe, ceux où 
l’une au moins des deux dérivées z/(t) ou d/(t) est différente 
de 0. 

En supposaut que t devienne égal à x, on revient, comme 
cas particulier, du mode de représentation (3) au mode de 
représentation (2). 

Une courbe étant donnée sons la forme (3), il suflit d’élimi- 
ner { pour mettre son équation sous la forme (1). L’élimination 
est possible si l’une des deux équations est résoluble par rap- 
port à {, car il suffit, cette résolution faite, de porter la valeur 
de t dans l’autre équation. C’est ce qui a toujours lieu en un 
point ordinaire. 


192. Tangente en coordonnées cartésiennes. — Considé- 
rons d’abord une courbe plane, rapportée à des axes rectan- 
gulaires ou obliques, et dont l'équation soit de la forme 


= R) 


la fonction f(x) ayant une dérivée déterminée et finie. 
La tangente en un point M de la courbe est, comme on le 
sait déjà (n° 50), la limite d’une sécante qui passe par M et un 


Lie) 
D 
—] 
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autre point M’ de la courbe qui se rapproche indéfiniment du 
premier. Soient x, y les coordonnées de M, x + Âx et y + 1y 
celles de M'; l'équation de la sécante sera, en coordonnées 
courantes £, ”, 


AY, 
HERO ne on: 


Faisons tendre le point M' vers M ; Ax el Ây tendent vers 0 
et leur quotient vers la dérivée, y’, de y par rapport à x. 
L’équation de la tangente au point M sera donc 


(1) n—y=yE—x). 
On met l’équation de la tangente sous forme symétrique en 
remplaçant y" par dy : dx ; elle devient ainsi 


5 2 - 
ee ne DATE Y: 


G) 


dx dy 


Cette nouvelle forme est indépendante du mode de repré- 
sentation de la courbe. 
Supposons, en second lieu, que léquation de la courbe soit 


de la forme plus générale 
F(x, y) = 0. 


Si M est un point ordinaire, une des deux dérivées F°. où F4, 
par exemple F,, est différente de zéro. On peut, en vertu de 
l'équation précédente, considérer y comme fonction de x, et 

on trouve, en dérivant totalement l'équation 
l’on trouve, l t totalement l'équation, 
y — 0. 
Remplaçant y’ par sa valeur — F£:F%, l'équation (4) devient 
ta n À 

(6) ŒE— x) F4 + (n— y) F4 = 0. 

Cette forme de l’équation de la tangente est également symé- 
trique en x et en y. Elle donne lieu au théorème suivant : 

En tout point ordinaire d’une courbe F(x, y) = 0, existe 
une tangente unique et bien déterminée. Son équation s'ob- 


lient en différentiant totalement celle de la courbe et en rem- 
plaçant dx par 5 — x et dy par n — Y. 
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On remarquera que l’équation (6) devient illusoire en un 
point singulier, car Fket F°. s’annulent à la fois et l’équation 
devient identique. | 

Considérons maintenant une représentation paramétrique 


X — o(t), VE D(t), 
et cherchons la tangente en un point ordinaire M de cette 


courbe. 
L’équation de la sécante MM’ est 


E—x bons 
AC AY 


Divisons les dénominateurs par l’accroissement At qu’il faut 
donner au paramètre pour passer de M à M'; faisons tendre At 
vers 0, donc M’ vers M, et passons à la limite. Les quotients 
Ax:At et Ay: At tendent vers les dérivées supposées exis- 
tantes, x’ et y’, de x et de y par rapport à {. L’équation de la 
tangente sera donc, puisque x’ et y’ ne sont pas nuls tous 
deux, 

a A - 
7 Sos X f] Œnr 4 
( ) ! = 155 
ne Y 


Le 


193. Normale en coordonnées rectangulaires. La nor- 


male en un point M de la courbe est la perpendiculaire à la 
tangente en ce point. Supposons les axes rectangulaires. Alors 
les coeflicients angulaires de la tangente et de la normale sont 
inverses et de signes contraires. On peut donner à l’équation 
de la normale diverses formes correspondant à celles de la 
tangente. 

La première correspond à l’équation (5) et est indépendante 
du mode de représentation de la courbe, c’est 


(5) (Ex) dx (ny) dy 0: 


Si l’on considère y comme une fonction de x ayant pour 
dérivée y’, l'équation de la normale, sous la forme qui corres- 
pond à (4), sera 


(9) Fey 
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Si la courbe a pour équation F(x, y) — 0, celle de Ia nor- 
male en un point ordinaire x, y sera 


(10) AE Le 


Enfin, si x et y sont considérées comme fonctions de ft, 
l'équation de la normale, sous la forme qui correspond à (7), 


sera 
(11) (E— x) x! + (n — y) y'= 0. 
194. Calcul de quelques segments remarquables. — Cer- 


tains segments, définis au moyen de la tangente et de la nor- 
male, se rencontrent naturellement dans l’étude des courbes 
planes. Nous les calculerons d’abord dans l’hypothèse d’une 
représentation paramétrique, c’est-à-dire en considérant x 
et y comme fonctions de {. 

La sous-tangente S, est le segment PT de lPaxe des x (fig. 4), 
compté avec un signe déterminé y 
du pied de l’ordonnée du point M 
jusqu’au point où la tangente 
coupe l’axe des x. Les sens posi- 
tif et négatif sont les mêmes que 


pour les abscisses. La sous-tan- N_P 


Fig. 4 


gente s'obtient donc en faisant 
n = Ô dans l’équation (7) de la 
tangente et en tirant de là la valeur de 5 — x. Il vient ainsi 
(en coordonnées rectangulaires ou obliques) 


La sous-normale S, se définit par rapport à la normale 
comme $S, par rapport à la tangente. C’est le segment PN dans 


la figure. Sa valeur s'obtient en posant  — 0 dans l’équa- 


- f] 
F 
= 
» 


tion (11) et en tirant de là la valeur de £ — x. IL vient (en 


coordonnées rectangulaires) : 
(15) CI rropen 


Les longneurs T et N de la tangente et de la normale sont 
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les longueurs absolues MT et MN, comprises sur ces droites 
entre la courbe et lPaxe des x. On a donc (en coordonnées rec- 


tangulaires) : 
te] 


| BEN ES 4 CAT/S TE 70) 
\ TOUS EEE pe? fx 


PORT TRE OT MOTTE RT 
l N —— V S; y° = + a | see + Y 2, 


La distance P de l’origine à la tangente se tire de léqua- 
lion de cette droite par un principe bien connu de géométrie 
analytique. On conclut de équation (7) (en coordonnées rec- 


tangulaires) : 


NE VI NX 
VB 


Si, au lieu de considérer x et y comme fonctions de t, on 


(15) P = + 


considère y comme fonction de x, il faut faire x = 1. On 


trouve les expressions plus simples : 


\ = 2 ÿ S'ÉTNTEeE) dE 
(16) ! me 

| N= + YV 1 + Vie, P = + MONTE) 

\ DEN 


195. Applications (coordonnées rectangulaires). — I. PArA- 
BOLE : y* = 2px. Considérant y comme fonction de x, on a 
yYy' = p. On trouve donc 

Tangente : nY = p(E + x); 
Normale : (5— x) y + (n— y) p = 0. 

Les formules (16) donnent ensuite : 


9 


\ a Ù à RE NO dre Où 0 ECTS TE 
OT Te Te ee ON 1! me ne + y, N=Vr+7y. 
Donc, dans la parabole, la sous-normale est constante. 
x? y? 
IT. ELLIPSE : PE d- Te — À. On trouve : 
(is je 
: He NY 
l'angente : 7 + ae ble: 
a° n, 
97 2 
CRD T ï À 
Normale: =" — 0} —.6c 
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On se sert aussi de la représentation paramétrique : 
X = & COS t, y = bsin t. 
On trouve, par les formules (12), (13), (14) et (15) : 


, DL? en — : 
S—=asint tgt, Sante 2008 tt, T = ig ty a*sin? t+ b°’cos* t, 
L ; 
D -———; ab 
N — mi ROSE RD COS ET, P — 
OT 


‘0 Q € ? 
V LeSin ti ED cost 
d'OUPN =D" 


x Ve 
IT. HYPERBOLE : — — <= — 1, On trouve : 
11: L°? 
Ex nY 
£ | 
Tangente : —————1; 
(Ch b 
2 2: 
Lo DE ; ; 
Normale : se = a? + D? = c*°. 


IV. LOGARITHMIQUE : y — ae"*, La sous-tangente est con- 
stante. On trouve, en effet, par la premiere des formules (16), 
UT 

m 
V. CycLoipEe. — La cycloïde (fig. 5) est décrite par un point M 
de la circonférence d’un cercle de rayon «a qui roule sans glis- 
ser sur une droite fixe OX. Prenons cette droite pour axe des x, 
pour axe des y la per- y 
pendiculaire menée par 
le point décrivant au 


moment où il se trouve 


sur OX. Considérons une 


autre position du cercle 0 P A E X 
générateur. Soit OA la Fig. 5 


quantité dont le point de contact s’est déplacé sur l’axe des x. 
D’après la définition du roulement, il s’est déplacé de la même 
quantité sur le cercle. Donc Pare AM entre le point de contact 
et le point décrivant est égal à AO. Cela posé, soit { l'angle 
variable des rayons CA et CM. Exprimons x et y en fonction 
de t. Nous avons OA = AM = at ; d’où 


x = OA — MQ = a(t — sin t), 


(17) | y = AC — QC = a(l — cos t). 
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Ces équations fournissent une représentation paramétrique 
de la cycloïde. Elles montrent que la cycloïde se compose 
d’une suite illimitée d’arcades égales, situées au-dessus de OX, 
ayant respectivement pour hauteur le diamètre 24, et pour 
base la circonférence 2ar7 du cercle générateur. 

Nous avons, dans le cas actuel, 


x'= a(l — cos t) = y, VUE LnL 


et la valeur de la sous-normale s’en déduit : 
Sn = << = y'= asint. 


Donc $S, est égale à la projection du rayon MC sur lPaxe des x 
el, par conséquent, la normale passe par le point de contact 


du cercle générateur avec cet axe. 


196. Podaire d’une courbe plane. — On appelle podaire 
d’une courbe par rapport à un point O le lieu géométrique du 
pied de la perpendiculaire abaïissée de ce point sur la tangente. 

Supposons que la courbe ait pour équation F(x, y) = 0. 
Pour trouver celle de sa podaire par rapport à origine, il faut 
éliminer x et y entre l’équation de la courbe et les deux 


suivantes : 
a - ! L f4 a PA % JRONET 
(SX) Le ti (ner) HE 0, CE — ASE 0; 


qui sont celles de la tangente et de la perpendiculaire abaissée 
de l’origine sur la tangente. La relation qui en résulte entre £ 
et est l'équation de la podaire. 


Exeupze, Les courbes de Lamé ou courbes triangulaires symétriques 


ont pour équation 
x \m m 
(Pr C ee 
a b 


Les équations de la tangente et de la perpendiculaire issue de lori- 


gine sont : 


z 
a xX \ m—{ 5f r \ m—1 

TRS) FRE + na — 1, as _— br £ 
a a b b ' X 18 (+ \ m—1 
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On tire de la seconde, par les propriétés des fractions égales, 
m 


m m 
i 


a (US RCE 


ë xX | m—I PANNE o ee HYTANT 
(+) ho (4) M O7 


L’élimination de x et y est donc immédiate. La podaire par rapport à 


mn —1 


l’origine a pour équation 
nr nr mn 


e? 3 1) ON = (5) EEE se (pee 


L’ellipse et lhyperbole en particulier, qui ont pour équations : 


x? Fe VE 1 x? VE j 
a? DAS a? be 


auront pour podaires par rapport au centre : 
p2 PONS PC)? Fr: ra PTE) SA 
(6 = | ) er (a£) + (b') , 3 f ) Æ (a£) Fès (bn)”, 
‘ar on passe de Pellipse à Phyperbole par le changement de h en bi. 
Si l’hyperbole est équilatère, a — b; sa podaire devient 
re PR me [CE ve 
s an n°) nr CL te — 1). 
Cest une lemniscate de Bernoulli, dont léquation en coordonnées 
polaires est 7° a* cos 20. 
197. Coordonnées polaires. — Soient r et Ü le rayon vecteur 
et l'argument d’un point du plan ; une courbe plane peut aussi 


être définie par une relation, 

F(r, 4) = 0, 
entre les coordonnées d’un quelconque de ses points. Nous 
supposerons généralement que cette équation peut être résolue 
par rapport à r. L’équation de la courbe prend alors la forme 


r = f(i). 

Nous supposerons f(4) dérivable et nous désignerons se 
dérivée par 7”. 

Soient r et Ü les coordonnées d’un 
point particulier M de Ia courbe 
(fig. 6). Menons la tangente en ce 
point. Abaissons du pôle la perpen- 
diculaire OP sur la tangente. Soient 


p la longueur de cette droite et w 


Fig. 6 


l'angle qu’elle fait avec l'axe OX. 
L’équation de la tangente, en coordonnées courantes 5, +, sera 


P COS(T — w) = p. 
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Il s’agit de déterminer w et p. La tangente passant par les 
points (r, 6) et (r + dr, à + df), on a les deux équations : 
r COS (0 — w) = p, d. r cos (0 — w) = 0. 
On tire de la seconde, divisée par db, 
1” 
D 


Lg (0 —— u)) = 


Soit u l'angle du rayon vecteur OM avec la tangente menée 
dans le sens où Ü va en croissant. Cet angle est compris 
entre 0 et 7, il est complémentaire de Ü— w et, par consé- 
quent, déterminé par la formule 


(18) ty u =— 


La sous-tangente S; et la sous-normale S,, en coordonnées 


polaires sont les valeurs algébriques des segments OT et ON 
(fig. 6) compris, sur la normale au rayon vecteur, entre le 
pôle et la tangente ou la normale. On a 

r” 
nr 


(19) SE 


Les segments ainsi calculés auront le signe de tgu. On voit 
facilement qu’ils seront positifs ou négatifs, suivant qu’il faut 
faire tourner le rayon OM: d’un angle droit dans le sens positif 
ou dans le sens négatif pour lamener dans la direction ON. 

La tangente T’ et [a normale N’ en coordonnées polaires 
sont les portions MT et MN de la tangente et de la normale 
comprises entre le point M et la perpendiculaire NOT menée 
par Porigine au rayon vecteur. Leurs expressions, qui doivent 
ètre prises positivement, sont 

r 1: r 


V 1° + 1e N == - == Vr° + r”?. 
Sin ee 


(20)  T'— 


COS H 


La perpendiculaire abaïissée du pôle sur la tangente a pour 
longueur p et pour inclinaison w ; on a 


à 9 


Pope a ——— 


(21) 


! 
l' 

| U) —= 2 arc tg rar 
\ | + 
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En éliminant 0 entre les deux équations 5 — p et 7 = w, où 
les seconds membres sont exprimés en fonctions de ÿ, on 
obtiendra, entre 5 et 7, équation de la podaire de la courbe par 


‘apport au pôle. 


198. Applications. — I. SPIRALE D’ARCHIMÈDE : r = di. On a 
es (; SG, SE af — Th: 


Donc, dans la spirale d’Archimède, la sous-normale polaire 
est constante et la sous-tangente au point (r, 0) a même lon- 
gueur qu'un arc de cercle de rayon r et d'ouverture 4. En par- 
liculier, la sous-tangente au premier point où la spirale 
recoupe l’axe polaire a même longueur que la circonférence 
décrite avec le rayon vecteur de ce point (ARCHIMEDE). 


IT. SPIRALE LOGARITHMIQUE : 7 = aemb, On a 


1 | 7 
r' — LT, te Lo A S; —= Pre SA OC LILIS 
72 
D 9 VU) — Ü —— LL. 
V/ 1 + m° 


Donc : 1° La spirale logarithmique coupe le rayon vecteur 
sous un angle constant x ; 2° les points T et N (fig. 6) décrivent 
des spirales semblables à la proposée ; 3° la podaire à pour 
équation 


m(T+#) 
«de mT 
SALE 


e) 
\ 


V1 + m° 
et c’est aussi une spirale semblable à la proposée. 
EXERCICES 


1. Tangente, normale et segments correspondants pour l’hyperbole 
rapportée à ses asymptotes : Xy = «>. 


2, Dans un cercle de rayon a, on mène un diamètre O0’ et la tangente 
à l’une des extrémités 0’, Par lPautre extrémité O, on mène une sécante 
quelconque coupant le cercle en P et la tangente en Q. On retranche de 
OP un segment QM égal à OP. Le lieu du point M est une cissoïde de 
Dioclès. Trouver son équation, la tangente, la normale, etc, 

R. On prend O comme pôle, O0 comme axe polaire. L’équation est, 
en coordonnées polaires, 


r — 24 (sec Ô — cos 6), 
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et, en coordonnées carté -iennes, 
RSI : 
Y xX°:(2a — x). 


3. Un cercle de rayon «a roule sur une droite OX ; un point fixé à ce 
cercle décrit une cycloide allongée s’il est intérieur au cercle, une 
cycloide raccourcie s’il est extérieur. Trouver les équations de ces 
courbes, la tang'ente, la normale, etc. 

R. Conservons les notations du n° 195 (V). Soit, en plus, h la distance 
du point décrivant au centre du cercle. On a 


x—=at—hsint, yY=a—hcost. 


La normale à la courbe passe encore par le point de contact du cercle 
et de la droite, 


4. Un cercle de rayon b roule extérieurement sur un cercle de rayon a. 
On considère trois points, M, M’ et M”, fixés au cercle mobile, le premier 
sur la circonférence, le second dans l’intérieur, le troisième à l'extérieur 
du cercle. Le point M décrit une épicycloide, le point M’ une épicyloide 
allongée, le point M une épicycloïde raccourcie. Trouver les équations 
de ces courbes, la tangente, la normale, etc. 

R. Prenons pour origine le centre du cercle fixe, pour axe des x le dia- 
métre passant par le point décrivant au moment où il est le plus près 
du centre fixe. Soient h la distance du point décrivant au centre mobile 
et t l'angle dont a tourné le rayon vecteur mené du centre fixe au point 
de contact. On a | 


\ x—=(a + b)cost— hcos (= .). 


| y=(a+b)sint—hsin (ST .) 


\ 


La normale passe par le point de contact des deux cercles. 


5. Même problème, le roulement se faisant intérieurement. Les 
courbes sont alors des hypocycloides. 

R. Leurs équations s’obtiennent en changeant dans les précédentes 
hen—hetbhen—b.Ona 


/ 


| x—=(a— b)cost + hcos CF 1) ’ 


) / 


/ y=(a—b)sin t—hsin (= ) : 


\ 
\ 


6. La cardioïde (courbe en forme de cœur) est l’épicycloïde engendrée 
par le roulement de deux cercles de même rayon a. Si l’on prend pour 
pôle le point décrivant au moment où il coïncide avec le point de con- 
tact, l'équation de la courbe est, en coordonnées polaires, 


r—2a (1 — cos 6). 
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Déterminer les éléments de cette courbe et sa podaire. 
R. On trouve 


mn / ( Un à 
D 0) = SE S—=rtg ; Sn —24 sin 0, 
() . 0 nt 
Lars: co N'=7r:sin —, p=rsin —. 
5 D ) 


La podaire a pour équation 
p — 4asin* +. 
7. Podaire d’une circonférence de rayon «a par rapport à un point de la 


courbe. 
R. La courbe est une cardioïde (Exercice précédent). 


8. Podaires de la parabole par rapport : 1° au foyer ; 2° au sommet. 
R. La première est la ltangente au sommet ; la seconde une cissotde 
(Exercicice 2). 


S 2. Longueur d’un arc de courbe plane. 


Inclinaison de la tangente 


199. Longueur d’un arc de courbe plane. — Considérons, 
en axes rectangulaires, la courbe qui a pour équation 


Y = f(x). 


La longueur s d’un arc compris entre les points dont les 
coordonnées sont x = «a, y = f(a) et x = b, y = f(b), est, 
par définition, la limite du périmètre d’un polynome inscrit, 
dont les sommets se suivent dans un sens déterminé, lorsque 
le nombre des côtés augmente indéfiniment et que chacun des 
côtés tend vers zéro. 

Nous allons montrer, en admettant que f(x) ait une dérivée 
continue f'(x), que cette limite est déterminée et s'exprime 
par une intégrale définie. 

Prenons, à cet effet, sur l’arc considéré, n + 1 points (y 
compris ses extrémités) et désignons les coordonnées de lun 
quelconque d’entre eux par x; et y; de sorte que, les abcisses 
étant numérotées par ordre de grandeur, x, et y, seront les 
coordonnées «a et f(a) de l’origine, Xy}1 et Yn11 les coordon- 
nées b et f(b) de l'extrémité. 

Inscrivons le polynome qui a ces (n + 1) points pour som- 
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mets. Le côté c; qui joint (xi, Yi) à (Xi41, Y'i41) a pour mesure 


n] — Î " É A \2 4 2 
Cr = er) Vo ue 
Mais la formule des accroissements finis donne, £; étant 
intermédiaire entre x; et xi41, 
A Ps — 114 L P. 
Vi Gi) Ce x): 
Il vient donc 
UT NES À /1 (€ 2 
= (ini x) V6)" 
Lorsque les côtés du polynome tendent vers zéro, les diffé- 


rences X;11 — Xi tendent aussi vers zéro. Il vient 


n n 
e %. . RC CTI REC, 
c = limËc; = lim X(xi1 — xi) V1 + (6°. 
1 1 
Cette limite est, par définition (n°172), une intégrale définie ; 


nous avons donc, en définitive, 
D D 
S — | ARELEEE CC) 
(22 


L'opération qui consiste à calculer la longueur d’un arc 
s'appelle rectification. Nous reviendrons sur ce problème au 
chapitre IX et nous en donnerons des exemples. 


200. Dérivée et différentielle d’un arc de courbe. Con- 


sidérons maintenant, sur la courbe 

TX); 
un arc variable s, compté depuis une origine fixe X = &, 
y = f(a) jusqu’à une extrémité mobile x, y. Cet arc sera 
mesuré par l’intégrale 


(1) | xd ATX) | ax AREA 


Nous avons établi cette formule en regardant s comme 
essentiellement positif, nous avons implicitement supposé 
x > «et le radical pris positivement. Mais, pour la généralité 
de la formule, il convient de considérer s comme susceptible 
d’un double signe, suivant le sens dans lequel on compte 
cet arc. | 
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Nous couviendrons de prendre le radical positivement dans 
la formule (1), de sorte que s sera positif pour x > a et négatif 
pour x <T a. Cela revient à regarder l’arc comme positif dans le 
sens où x croit et comme négatif dans le sens contraire. Si 
l’on prenait le radical négativement, la conclusion serait 
inverse. 

Dérivons la formule (1), il vient 

ds 


@) s=—=Vlry} ds =dxpi+ y 


et, en remarquant que dy — y'dx, 


(3) REP y. 


Considérons une représentation paramétrique de la courbe, 
PR mn pps — . U 1 ! ! " , IV , il / à € L 
x = œ(t), y = Ÿ(t) ; soient x’et y’ les dérivées de x et de y par 
rapport à t{ ; d’où dx = x'dt, dy = y'dt ; il vient 


(4) AS RTE 


Nous conviendrons de prendre ce radical positivement, 
c’est-à-dire de considérer $s comme croissant dans le même 
sens que {. 

Enfin on passe facilement des coordonnées rectangulaires 
aux coordonnées polaires par les relations x = r cos b, 
da Sun OU 


dx = dr cos 4 — r sin 6 di, dy = dr sin 4 + r cos 8 di, 


On trouve ainsi, r’ désignant la dérivée dr : dh, 


(5) Slider didier re 
dS _ fs 
(6) ro MSA 


Nous conviendrons de prendre ce dernier radical positive- 
ment, c’est-à-dire de considérer s comme croissant dans le 


même sens que D. 


201. Théorème. — Le rapport d’un arc infiniment petit à 
sa corde a pour limite l’unité. 
En effet, soient As la longueur de l'arc, Ax et AY les différences 
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des coordonnées des extrémités. La corde € a pour mesure 


VAx? + Ay*. Ces quantilés tendant vers zéro, on a donc 


_ 
! 
S . 
Fe — = lim À = He — 
Y 2 in à + 2 
V1 Æ . ERA 
202. Inclinaison de la tangente. — Soit * l’angle de la 
tangente à la courbe y = f(x) avec l'axe de x. Les ‘axes 


étant rectangulaires, le coeflicient angulaire de la tangente est 


égal à tg ©. Il vient donc 


dy 
mEe 


(1) go = y —=- 


IL est commode d'attribuer un sens à la tangente et de con- 
sidérer la tangente menée dans le sens des arcs croissants. 
Son inclinaison + est la limite de celle, 4, d’une corde infini- 
ment petite MM’ menée dans le sens des arcs croissants. 
Soient x, y les coordonnées du point M, x + Ax, y + Ay celles 
de M’, c la longueur absolue de la corde. On a 


Ax = c cos , Ay = csin d. 


Divisons ces relations par l’arc MM (ou Às) qui est positif 
par hypothèse, et passons à la limite; € : As a par limite + 1, 
en vertu du théorème précédent ; et il vient 


rdab dx dy : 
(OUT CDS = sin 9. 
S ds 


Ces deux dernieres formules supposent donc la tangente 
menée dans le sens où s va en croissant 


$S 3. Sens de la concavité 
Points d’inflexion des courbes planes 


__ 203. Sens de la concavité. — Soient y — f(x) l'équation 
d’une courbe en axes rectangulaires ou obliques, et M un 
point de la courbe où la tangente MT n’est pas parallèle à 
l'axe des y.Si la courbe ne traverse pas sa tangente au point M, 
elle sera, en-deça et au de-là du point M, située du même 
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côté de la tangente MT (au moins dans le voisinage du point M). 
On dit que la courbe tourne, au point M, sa concavité du côté 
des y positifs ou du côté des y négatifs, suivant que la courbe 
se trouve par rapport à la tangente du côté des y positifs ou 
du côté des y négatifs. 

Supposons les dérivées des deux premiers ordres, f’(x) et 
f(x), déterminées et continues dans le voisinage du point M ; 
nous aurons le théorème suivant : 

La courbe ÿ — f(x) tourne sa concuvité du côté des y posi- 
tifs ou du côté des y négatifs, suivant que la dérivée seconde, 
f(x), est positive ou négative au point considéré. 

En effet, l’un ou l’autre de ces deux cas se présente suivant 
que l’ordonnée de la courbe est plus grande que l’ordonnée de 
la tangente ou plus petite que cette ordonnée dans le voisi- 
nage du point M (aussi bien en deça qu’au-delà de ce point). 
Donnons à x un accroissement positif ou négatif Ax—dx. 
L’accroissement de l’ordonnée de la courbe sera Ay, Paccrois- 
sement correspondant de l’ordonnée de la tangente sera dy 
(n° 52). Le sens de la concavité dépend done du signe de la 
différence 


Ay 


elle sera du côté des y positifs si cette différence est positive, 


dy; 


du coté des y négatifs si cette différence est négative (le signe 
de dx devant rester arbitraire). Mais la formule de Taylor 


(n°76) nous donne (0 L0< 1) 


1 { 
2 (d°Y)x+0ax = dy + Di ARRETE N ARE 


Si f(x) n’est pas nul, f(x +0dx) sera du signe de f”'(x) à con- 


Aya d'y TE 


dition que | dx | soit suffisamment petit ; ensuite dx? est essen- 
tiellement positif. DoncAy — dy sera du même signe que f(x). 
La courbe sera située au-dessus ou au-dessous de sa tangente, 
de part et d’autre du point M, selon que f(x) sera > ou << 0. 


204. Points d’inflexion. 
la courbe y = f(x) traverse sa tangente (*). Si la dérivée f(x) 


Par définition, ce sont ceux où 


(*) Dans la théorie des courbes algébriques, on définit ordinairement 
les points d’inflexion par la condition f(x) — 0 elle-même. Les deux 
définitions ne sont pas équivalentes, comme on va s’en assurer. 


16 
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est continue, un tel point ne peut se rencontrer, en vertu du 
théorème précédent, que si f”(x) = 0. Donc les abscisses des 
points d’inflexion sont racines de l'équation f(x) = 0. 

Ainsi, pour trouver les points d’inflexion, on cherchera les 
racines de cette équation. Mais toute racine ne donne pas un 
point d’inflexion. Pour qu’un point M où la tangente n’est pas 
parallèle à laxe des y soit un point d’inflexion, il faut que 
l’ordonnée de la tangente MT surpasse celle de la courbe d’un 
côté du point M et que l'inverse ait lieu de l’autre côté. Il faut 
donc que Ay — dy change de signe avec dx. 

Les dérivées première.et seconde étant supposées continues, 


on à 


Ay — dy = fe f(x + Mdx). 


Pour que x soit l’abscisse d’un point d’inflexion, il faut que 
f'(x + dx) change de signe avec dx. De là, le théorème 
suivant : 

Les points d’inflexion de la courbe y — f(x) sont ceux où 
f'(x) change de signe. 

Supposons qu’une valeur x annule f”(x) et toutes les dérivées 
suivantes jusqu’à l’ordre n exclusivement ; la formule de 


Taylor donnera 


XLR 
Ay — dy = en fo (x + dx). 


La dérivée niet, supposée continue, a maintenant un signe 


indépendant de celui de dx pourvu que | dx | soit suffisamment 


petit. Les changements de signes dépendent donc uniquement 
du facteur dx". Celui-ci ne change de signe avec dx que sin 
est impair. De là, la règle suivante : Pour qu’une racine de 
f(x) donne un point d’'inflexion, il faut que la première des 
dérivées d'ordre supérieur au second qui ne S’annule pas en 
même temps que f(x), soit d'ordre impair. On suppose 
l'existence et la continuité de toutes ces dérivées. 


$S 4. Courbure et développée d’une courbe plane 


205. Courbure. — Considérons une courbe ayant pour 
équation 


ATX) 
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et supposons que f(x) ait des dérivées continues des deux pre- 
miers ordres. Soit MM'un arc de courbe tel que la direction de la 
tangente varie toujours dans le même sens lorsque le point de 
contact se déplace de M en M’. Considérons les deux tangentes 
MT et M'T’ menées aux deux extrémités de l'arc dans le 
même sens. On appelle courbure de l’arc ou angle de contin- 
gence langle des deux tangentes extrêmes ; courbure 
moyenne, le rapport de cet angle à la longueur de Parc ; 
courbure au point M, la limite vers laquelle tend la courbure 
moyenne quand le point M' se rapproche indéfiniment du 
point M. 

Désignons par As et Av les accroissements de la longueur de 
l’arc et de l’inclinaison de la tangente quand on passe du 
point M au point M’. La courbure de l'arc MM sera A9 (angle 
de contingence), sa courbure moyenne sera A9 : As el sa cour- 
bure au point M 


Nous remarquerons, pour commencer, le théorème suivant : 

Dans un cercle de rayon R, la courbure est la même en 
chaque point et égale à 1 : R. 

En effet, l’angle au centre correspondant à l’arc MM est le 
même angle A? que celui des tangentes extrêmes ; done la 
longueur As de l’arc MM’ est RA2. La courbure moyenne est, 
par conséquent, égale à 1 : R, quel que soit l’arc MM’. Pas- 
sant à la limite, on voit que la courbure sera égale à 1 : R en 


chaque point. 


206. Rayon de courbure. La courbure étant uniforrie 
dans le cercle, il est naturel de comparer les autres courbes à un 
cercle sous le rapport de la courbure. On appelle rayon de 
courbure d’une courbe au point M, le rayon du cercle qui a 
même courbure que la courbe en ce point. Comme, dans le 
cercle, le rayon est l’inverse de la courbure, on a le théorème 
suivant : 

Le rayon de courbure d’une courbe quelconque en un 


point M est égal à l’inverse de la courbure en ce point. 
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Le rayon de courbure se désigne par R, on a donc 


ds 
d © 


(1) RE 


Supposons les axes rectangulaires. Les accents désignant 


des dérivées par rapport à x, on a (n° 202) & = arc tg y’; d’où, 

en dérivant, 

F0: 

(2) = 
1 | LE dE 4 


D’autre part, on sait (n° 200) que 
(3) s'= V1 + y. 
Substituant ces valeurs, il vient 

5) 


LS PONS LEE D) ES 
de de Vi 


(4) R= 


Cette formule comporte l’extraction d’une racine carrée. On 
convient de considérer R comme essentiellement positif et Pon 
choisit en conséquence le signe du radical. Ce signe doit être 
celui de y”, ce sera donc + ou — selon que la courbe tourne 
sa concavité du côté des y positifs ou du côté des y négatifs 
(n° 203). 

On remarque qu’en un point d’inflexion, où y” est nul, le 
rayon de courbure devient-infini. 


207. Cercle osculateur ou de courbure. Le cercle oscu- 
lateur en un point M d’une courbe plane est la limite d’un 
cercle passant par le point M et deux autres points M’ et M” 
de la courbe qui se rapprochent indéfiniment du premier. 
Supposons encore qne la courbe ait pour équation en coor- 


données rectangulaires 
EN); 
f(x) ayant des dérivées continues des deux premiers ordres. 
Soient x <7 x, << x, les abscisses des points M, M'et M, « 
el 5 les coordonnées du centre, et R le rayon du cercle qui 
passe par ces trois points. Définissons une fonction auxiliaire 
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F(x) de x seul. À cet effet, posons, y désignant la fonction 
f(x) et z, $ et R des constantes, 


(5) F(X) = (x 


Les équations qui expriment que les trois points M, M'et M” 


a + (y — 6 — R?. 


de la courbe sont sur le cercle (ou à la distance R de 4, 6) 
s’écrivent, en abrégé, 


F(x) = 0,  F(x) —0,  F(x.,) = 0. 


Mais alors, en vertu du théorème de Rolle, F’(x) a une 
racine £ entre x et x, et une autre racine £/ entre x, et x,. Pour 
la même raison, F”(x) a une racine £, entre £ et £/. Les élé- 
ments #, 5 et R du cercle passant par M, M’ et M” vérifient 
donc les trois équations : 


F(x) = 0,  F(E)=0, FE) = 0. 


Passons à la limite. Quand x, et x, tendent vers x, il en est 


de même de £ et £,. Les éléments z et $ et R du cercle oscula- 
teur sont donc déterminés par les trois équations : 


(6?) F(x) = 0, HERO? HA) EU 
En les développant, il vient 


Le CEE de Mo 
(X— a) + (y —$) y’ = 0, 
1 se ve + (y a” 5) vi —- Ce 


(6°) 


Ces équations fournissent des valeurs déterminées pour les 
éléments du cercle osculateur, pourvu que y” ne soit pas nul. 
Les deux dernières déterminent les coordonnées 7 et 5 du 


centre, car on en tire 


O Te Y(LE y) 
(DO EL dx. 
34 34 
Portant ensuite ces valeurs dans la premiere équation, il 
vient 
à) 
HAE 
d DNA (1 1° Y )2 
(S) li E 72 x 
\'e 


Le 


Cette formule est la même que (4). Donc Le rayon du cercle 
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osculateur est égal au rayon de courbure. Cest pourquoi le 
cercle osculateur s'appelle aussi cercle de courbure et son 
centre, centre de courbure. 

Les formules (7) peuvent s’écrire sous une forme plus con- 
densée. Si l’on tient compte de l’équation (2), on a 


2 ! 
9 LR UE UX ne re NU) RICE 
( ) l? J / > É X ' FES 
to do © de 
1 i 
n | ds , 
Ces formules sont analogues à R — po» Mais elles ont lieu 
do 
i 


sans ambiguité de signe. 


208. Théorème. — Le centre de courbure relatif au point M 
se trouve sur la normale au point M à l'intersection de 
celle-ci avec une normale infiniment voisine. 

En effet, x et y étant les coordonnées de M, la seconde des 
équations (6), à savoir 


L v" # ! 
D F(x) = (x — a) ENS)", 


exprime que le point Z de coordonnées 4, $ est sur la normale 
au point M. De même, x, étant l’abscisse du point M’, l’équa- 
tion F’(x,) — 0 exprime que le point Z est sur la normale au 
point M’. Mais alors, suivant le théorème de Rolle, F”(x) s’an- 
nule en un point £ intermédiaire entre x et x,. Les coordon- 
nées 4, 5 de l’intersection des normales en M et M' vérifient 
doric les deux équations : 
F'(x) = 0, F7(6)= "0; 


Faisons tendre M’ vers M, £ tend vers x, et, à la limite, les 
deux équations précédentes reproduisent les deux dernières 
équations (6) qui déterminent les coordonnées du centre de 


courbure. 


209. Position du rayon de courbure. — Le rayon de cour- 
bure a été considéré jusqu'ici en grandeur seulement. IL est 
souvent commode de le définir en grandear, position et sens. 
On appelle alors rayon de courbure le vecteur MZ mené du 
point M au centre de courbure correspondant Z. Le rayon de 
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courbure est donc dirigé suivant la normale au point M du 
côté où la courbe tourne sa concavilé, car c’est celui où se 
rencontrent les normales. 


210. Relation entre le rayon de courbure et la normale. — 
La longueur de la normale, considérée au n° 194, à pour 


expression y V1 + y”. Il en résulte que l’on a, au signe près, 


| RAEMR 
(10) N FT y" | 


Précédemment N a élé considéré comme positif ainsi que R. 
Mais nous allons faire en sorte que léquation (10) subsiste 
même en signe. Il faut pour cela donner un signe à N, à 
savoir le signe + si N est du même côté de la courbe que R, 


el le signe — s’il est du côté opposé. 


En effet, le second membre de l’équation (10) a le signe de 
— yy". Il sera positif si y et y” sont de signes contraires, 
alors, la courbe tournant sa concavité vers lPaxe OX (n° 203), 
R et N sont du même côté de la courbe. L’inverse aurait lieu 
dans le cas contraire. 


211. Développée et développante. — Si le point M se 
déplace sur la courbe, le centre de courbure correspondant Z 
se déplace en même temps et décrit une courbe. Le lieu géomé- 
trique du centre de courbure se nomme développée. Par oppo- 
sition, la courbe génératrice se nomme développante. 

On obtient immédiatement une représentation paramé- 
triqué de la développée. Elle est fournie par les équations (7), 
qui donnent 


! Î 2 
(11) D ne ere: 


et qui expriment les coordonnées d’un point z, $ de la déve- 


loppée en fonction du paramètre x. En éliminant x entre ces 
deux équations, on met l’équation de la développée sous la 
forme F(x, 5) — 0. Mais il est souvent aussi avantageux d’en- 
visager la développée sous la forme (11). 

La développée jouit de propriétés remarquables, que nous 
allons démontrer. 
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I. Le rayon de courbure en M touche la développée au 
centre de courbure Z correspondant. 
Considérant y, 4 et $ comme fonctions de x, on a (6?) 


(12) (RSR) (ES) AU 


Dérivons totalement cette équation. La somme des termes 
provenant de la variation des lettres y et x est nulle en vertu 


de la troisième équation (6) ; il reste donc 


(13) AR NN ent Ve 
(0, 


Donc la tangente en Z à la développée, qui a pour coefficient 
angulaire f : 4, est parallele à la normale en M à la dévelop- 
pante (donc au rayon de courbure), qui a pour coefficient 
angulaire — 1 : y’. Par suite, ces droites, ayant le point Z 
commun, coïncident. 

IT. L’arc de la développée est égal à la différence des lon- 
gueurs des rayons de courbure tangents à ses extrémités. 

Considérant y, &, $ et R comme fonctions de x, on a (6?) 

CN) M (D) SERRE 

Si l’on dérive totalement cette équation, la somme des 
termes provenant de la variation des lettres x et y est nulle en 
vertu de la seconde équaticn (6) ; il reste donc 


Da NEO ARR 


(x 
D'autre part, en éliminant y’ entre (12) et (13), il vient 
(y — Bja!— (x — a)f! = 0: 
xésolvant alors ces deux dernières équations par rapport à 
set $", on trouve, en observant que le déterminant du sys- 
téeme est R°, 

! ! 
ce 
Ajoutons ces deux équations élevées au carré et observons 

que 2°? + f"? est le carré de la dérivée de Parc de la développée. 
Si l’on désigne cet arc par 5, il vient 5° = R”°?, d’où 
R'= + 5’. 


Le signe à choisir dépend du sens dans lequel on compte 
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l’are 5. Comptons-le dans le sens où R croit, ce qui suppose 
que R varie constamment dans le même sens dans l'intervalle 
considéré des valeurs des x ; nous aurons R/=— 5°. Donc R et 5, 
ayant même dérivée, ne différent que par une constante dans 
cet intervalle. 

Considérons (fig. 7) un arc M,M de la développante, compté 
depuis un point fixe M, d’abscisse x, jusqu’à un point varia- 
ble M d’abscisse x. Supposons que le rayon de courbure varie 
constamment en croissant quand on se déplace sur la courbe 
de M, vers M. Soit 2,2 Varc correspondant de la développée, 
de sorte que M,Z, et MZ sont les rayons de courbure R, et R 
des points M, et M. Désignons par 5 l’are 2,2, nous aurons 


RME NME 


Pour x = x,, cette relation donne R,— GC, nous obtenons 


donc la relation à démontrer : 
s=R—R,. 


Nous avons supposé dans cette démonstration que la varia- 
tion de R était toujours de même sens ; le théorème tomberait 
en défaut si R passait par un maximé ou un minimé. 

REMARQUE. — Les formules (14) mettent en évidence que 
toute courbe plane dont le rayon de courbure est constant 
est un cercle. En effet, « et f/ s’annulant avec R', à et 6 sont 


constants et le centre de courbure est fixe. 


212. Description de la développante d’un mouvement con- 
tinu. Sa détermination analytique. — Les théorèmes précé- 
dents fournissent un moyen de décrire 


M 


la développante d’un mouvement con- 
tinu quand on connaît la développée. 
Concevons un til parfaitement flexible, 
inextensible et sans épaisseur, enroulé 


sur la développée et s’en détachant 


tangentiellement en Z, pour venir 
aboutir en M, où on le coupe (fig. 7). ui 
Imaginons qu’on déroule le fil en le détachant tangentielle- 


ment de la développée et en le maintenant toujours tendu ; 
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l'extrémité libre du fil décrira la développante. En effet, quand 
le fil se détachera en 2, il prendra la direction ZM, et comme 
le brin détaché s’est accru de Parc Z,Z, sa longueur sera R. 
Son extrémité sera donc en M. Comme la longueur Z,M, du 
brin initial est arbitraire, à une même développée corres- 
pondent une infinité de développantes. 

Au point de vue analytique, la détermination des dévelop- 
pantes quand la développée est donnée, se ramène à la rectifi- 
cation de l'arc de la développée, c’est-à-dire à une quadrature. 

En effet, supposons que lPéquation de la développée soit 
ramenée à la forme 

(15) 5 — ga). 

Prenons + comme variable indépendante. Désignons par 
la dérivée de $ par rapport à ©. L’arc s compté à partir du 
point Z, (fig. 7) dans le sens où z augmente, se détermine par 
la formule (n° 200) 


" 
sa | de VT + EE. 
(4 
0 
Cette quadrature effectuée, le problème sera résolu. En 
effet, soit À l’inclinaison sur l’axe des abscisses de la tan- 
gente MZ à la développée dans le sens de 5 et & croissants ; les 
coordonnées du point M de la développante sont, dans la 


HEUTONT, 


x = 4—R cos À, y =$—R sin À. 
On a (n° 202) 
x da 1 LAS df G’ 
COS À — = > SIN À — I = ——— 
ds 1 ve gr? as V1 GE pre 


Comme R et 5 varient dans le même sens dans la figure 7, 
onakR=5+0G;il vient donc 

cC y a D'(s + C) 
TE) ; — ? —— ————* 
Vi Vitre 


(16) X = 4 — 


Les seconds membres étant fonctions de z, les équations (16) 
fournissent une représentation paramétrique de la dévelop- 


pante. 
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Si la tangente ZM était dirigée en sens opposé, cos À et sin À 
changeraient de signe, mais les équations précédentes n’en 
seraient pas altérés, car, R variant alors en sens inverse de 5, 
on aurait R = — (5 + C). 

Les équations (16) renferment une constante arbitraire OC, ce 
qui doit être, puisqu'il existe une infinité de développantes. | 


213. Adaptation des formules au cas d’une représentation 
paramétrique. — Si x et y sont des fonctions de { ayant pour 
dérivées x’ et y”, les dérivées première et seconde de y par 
rapport à x ont pour expressions (n° 129) : 

! 


NT 1200 
PEN TN RO ACER 
D,y PCR Die RTE ; 


On doit donc substituer ces valeurs à y’ et à y” dans les 
formules précédemment trouvées. 
L'expression du rayon de courburese déduit dela formule (4), 
la transformation donne 


3 
NET TOUR 
(17) LES RIRE 


Les coordonnées « et $ du centre de courbure sont déter- 
minées par les équations suivantes, déduites des équations (7) : 
NRA GES E) 

FT ETS 
Jet OL 
Enfin la relation (10) entre R et N devient 


VAE en TARN 
(LS PRE _. x" y" DEA nE 


R & X' (CU Ne) | 
N (x x" y! 


(19) 


214. Applications. — I. CONIQUES EN GÉNÉRAL. Prenons un 
axe de la courbe comme axe des x. L’équation d’une conique 
en coordonnées rectangulaires sera de la forme 


On en tire 


LME AS Rae (ax 110)0 IR ay — ? 
1 6 pa 
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Substituons ces valeurs dans la relation (10), il vient 


RE ent Cam) UN 
N SYNC TA 
d’où 
T3 
RÉES 
Boy 


Donc le rayon de courbure d’une conique est proportionnel 
au cube de la normale limitée à un axe de la courbe. 
Si l’on prend un foyer pour origine et l’axe focal pour axe 
des x, l’équation de la conique prend la forme 
X? + y° = (ex + p}. 


En identifiant cette équation avec la précédente, on a 
a = e°— 1, 6 = ep, Y = D?, 


d’où $? — «y — p°et 
N° 
P° 


Donc Le rayon de courbure d’une coniqne est égal au cube 


R — 


de la normale divisé par le carré du demi-paramètre 
(ordonnée au foyer). 

IT. PARABOLE. Prenons l’axe de symétrie comme axe des y 
et la directrice comme axe des x. Les points de la parabole 
sont à égale distance du foyer et de la directrice : équation 


de cette courbe sera 


RC ons) de 
d’où 
De MU FE CRT ma 
) 2p , J D x ) D 
On aura donc 
LUE Le TN 2. 
N YA 


Donc Le rayon de courbure de la parabole est double de la 
normale limitée à la directrice et il est dirigé en sens con- 
traire, ce qui fournit une construction facile de ce rayon. 

Les coordonnées du centre de courbure sont données par 
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les équations (11), qui se simplifient grâce à la dernière équa- 
Lion ci-dessus. Il vient 


13 
X 
t=XxX—2yy = — 


+) 


P 
B=y+2y =3y. 
Substituant les valeurs de y et de x tirées de ces relations 


dans l’équation de la parabole, on trouve celle de la développée 


s 3 
pa = ( — r) : 


IT, Ezripse. Considérons la représentation paramétrique 


X = &COS (, y = bsint. 
On en déduit 


! 4 


EC COLE EN D COS LYC h Sin t; 


d’où x’y"— y’x” = ab. Il vient donc (n° 213) 


s'= Va? sin°t + b°? cos’, 


HÉBLLE LEE D2ICOS 1) 


DITÉERS ( 
rs (ab)° 


Les coordonnées du centre de courbure sont : 


b cos t (a° sin°t + b* cost) a°— D? 


4 = A COS { — COS”, 
ab a 

: à a sin { (a? sin°t + b°? cos?t) d—p.. 

À 2 PARENT ce REA CR PAS EE RP 
ab b 


Ces formules fournissent une représentation paramétrique 
de la développée. Si l’on élimine t, l’équation de cette courbe 
prend la forme 


TAROT ENTER 
IV. Cycroine. Considérons la représentation paramétrique 
(n° 193). 
x — a(t — sin {), y = a(l — cos {). 


Nous en tirons 


x'= y = a(i — cos t), XIV EI UAISIDN y”= acosi, 


xX?+ y?=2a{(1— cost), x'y"— x"y"= — a?(1 — cos t). 
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Il vient ainsi 


Donc Le rayon de courbure de la cycloide est double de la 
normale et il est dirigé dans le même sens. 

Les coordonnées du centre de courbure sont fournies par les 
équations (18), qui donnent, à cause de la dernière égalité 
écrite ci-dessus, 

a = x +2y'=a(l + sint), 
B=y—2x = — a(1— cost). 


Mais, en posant t — x + {,, ces équations deviennent 


Lt —Iar a (tie sin ti), 
6 = —2a + a(i — cost). 


Donc la développée est une cycloïde égale à la première, 
mais déplacée de ar dans le sens des x positifs et de 2a dans 
celui des y négatifs. 

V. CHAINETTE. Cette courbe a pour équation 


rs MT Ms nr 
r = —|ea HELATE 
h, s (e Heae | 


L’axe des x est sa base, la longueur a son paramètre. On 
trouve 


ARE. D NRA D RE 
le ne » Melo rie TAe Het 


d’où 1 + y = y?: a?. On en conclut d’abord 
3 
(LÉ) REre 
nee y" " a + 


Donc Le rayon de courbure de la chaïnette est proportionnel 


au carré de l’ordonnée. 
D’autre part, il vient par la formule (10), 


RAT 1e 
N LE yy" ox: : 


Donc, dans la chaînette, le rayon de courbure est égal à la 
normale limitée à la base, mais il est dirigé en sens contraire. 
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215. Coordonnées polaires. — Soit © l’inclinaison de la tan- 
gente sur l’axe polaire, w celle de la normale. Comme ces deux 
angles varient de la même quantité, on ag’ — w’ et il vient (au 


signe près), les accents désignant les dérivées par rapport à b, 


ds SAS. 

R ni sr Y Fra ! 

de œ 6) 

i [l 
Mais on a (n° 200 et 197) 
a r 

4 —. / 12 x 12 es 1] F+ 
SANTE ITS = it arc tg — ; 


d’où, en dérivant par rapport à 6, 
rr" 2 r'? r° +- D. r? a rr'! 
r°? + 1”? 1° +- r”? 


(20) = w'= 1 — 


Remplaçant s' et w’ par ces valeurs, on trouve 


9 
(re 1H)e 
Mere Pre Tr! 


(21) R — 


Il faut prendre le signe + ou — selon que r° + 2r7?— rr”, 
donc selon que vw’ ou æ'est > ou << 0, donc selon queRetr 
sont du même côté ou de part et d’autre de la courbe. 

Les coordonnées cartésiennes z et 5 du centre de courbure 
s’obtiennent au moyen des relations (9), d’où l’on déduit 


dy r sin Ô) 
EE 
(22) Ù 
: Fe dx dE (r cos 0)’ 
= 7 —— L S l nee 0 
x J do 4 o! 


i i 


[. SPIRALE LOGARITHMIQUE : F — ae”). 


216. Applications. 
— Dans ce cas, l’angle : (n° 197) est constant ; w étant l’incli- 
naison de la normale, on a © — D — y et on en conclut w' = 1. 
Il vient donc 


RS re TVA Pme. 
Donc le rayon de courbure est proportionnel au rayon 
vecteur. 
D'autre part, si l’on se rapporte à la valeur de la normale 


polaire N’ (n° 195), on voit que R = N’. Donc le rayon de 
courbure est égal à la normale polaire. Le centre de cour- 
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bure est au point N (fig. 6, p. 233). Si o et + sont les coordon- 
nées du centre de courbure, on a 


- T 
DIN Er T = 0 + FN 


Q 
En éliminant r et Ü entre ces équations et celle de la courbe, 
on trouve l’équation de la développée 


on Poe EURE). 


ÿ 


Cette développée est une spirale égale à la première, car, 
en faisant tourner, dans le sens rétrograde, laxe polaire 
autour du pôle d’un angle w, défini par l'équation 


T 
ni WW D 
me (Ge 1} 
on retrouve l’équation de la première spirale. 


II. LEMNISCATE DE BERNOULLI : r°? = «a? cos 20. — On tire de 
cette équation 


| 


rr' = — a? sin 28, ir = —tg 20. 


On en conclut d’abord, w étant l’inclinaison de la normale, 


! 


. 
wo = 0 — arc tg 2 240: 


Donc, dans la lemniscate, l’inclinaison de la normale est 
triple de celle du rayon vecteur. On a donc aussi 


g' (04h: 


D’autre part, N’ étant la normale polaire, on a 


PERTE à (L. 

(A 4 25 2 2 FOR ae 

SAN = Tr EN : ; 
y cos 24 1: 


De là résulte la valeur de R : 


R à s! A N'’ 2 ad? 
o/ 3 37 


Donc le rayon de courbure de la lemniscate varie en raison 
inverse du rayon vecteur et il est le tiers de la normale 
polaire, ce qui permet de le construire facilement. 
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Soient maintenant +, et 5'les coordonnées du centre de 
courbure. Faisant &’— 3 dans les formules (22), il vient, 


réductions faites, 


1 LAPS 
ES (27? cosi— rr' sin), $B — TR (2 r°sin 4 + rr'cos b). 
r É 


Enfin, en remplaçant r° et rr' par leurs valeurs, à savoir 
a? cos 20 et — a? sin 20, on tronve, après quelques simplifica- 


tions, 
20 : ER 
ax = —— cos” 6, B = —— sin 6. 
22 37 
L’équation de la développée s'obtient en éliminant r et H. 
On a 
2 2 2 4 D mn] 2 fs 
= ts AE IE = FN rnS 
RATE 2\3a° DE Le ii 
AUTANT, | Le œ NN S 
| 3 | e 3 à 
1 (ti 
d’où 


EXERCICES 


1. Rayon de courbure de la cissoide (Exercice 2. p. 236). 
R. La courbe a pour équation y? = X : (2a — x). On en tire 
xs a — 3x)! 


3(2a — x} 


2 


x rm 


+= 


boire 


2, Rayon de courbure de la courbe 
an 


es 
JD) 


Î (ab}m Ce an 


R= 


Tr RE | (xy}n—2 am bn 


3. Rayon de courbure et développée de l’astroïde (hypocycloïde eng'en- 
drée par un point d’un cercle roulant intérieurement sur un cercle de 
rayon quadruple a). 

R. Les équations de la courbe s’obtiennent en posant b = h= a :41 
dans celles données à la page 236 (Exercice 5). Il vient 


/ 
\ x — e (3 cos t + cos 3 1) = a cos t, à 


a 
| Y — 4 6 sin { — sin 3t) = a sin {, 


\ 
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On en déduit 
1 Î 


1 

A « 9\ * À € ç "7 
R = 3(axy)*, d— x + 3(XY*)3, 6 = y + 3(xX°y)3 

2 2 2 

B,3 3)3— 243 

(@ + P)5 +(a—P)3— 2a8. 
En faisant tourner les axes de 45° autour de l’origine, on voit que la 
développée est nne nouvelle astroïde, engendrée par des cercles de 


“ayons doubles des précédents. 
4. Rayon de courbure et développée de l’épicycloide. 
R. En posant h— het en abrégé (a + b) : b — m, les équations de cette 
courbe sont (Exercice 4, p. 256) : 
x — b(m cos {— cos mb), y —= b(m sin t— sin mt). 
Prenant t comme variable indépendante, on trouve 


m — Î .. ,m—l 
s=2mDsSins ou, Xp — ylxll = 2 (m + 1) (mb} Sin "1; 


di 


On en conclut 


m + 1 s mb . m—I 
pers Re Sin al: 


og O m+li 2 
Les équations de la développée sont : 


y! Te 


L'NNIREE - b(m cos t + cos mt 
# 4 m + 1 RUE nn )» 

n x! m—t ; RARES 

Re el h (m sin { + sin mb). 


La développée est une autre épicycloide. Pour ramener ses équations 
à la forme normale, comme les équations de lépicycloïde proposée, il 
suffit de faire tourner les axes coordonnés d’un anglew =7r:(m—1) et 
de changer ten t + w. 


o. Rayon de courbure et développée de lhypocycloide. 
R. En posant h — beten abrégé (a — b): b — m, les équations de la 
courbe sont (Exercice, 5, p. 256) : 


x = b(m cos t + cos mt), y = b(m sin t — sin mt). 


Ces équations s’obtiennent en changeant les signes de b et de m dans 
celles de l’épicyloïde. La solution est donc comprise dans la précédente. 
La développée sera une autre hypocycloïde. 


6. Soient r le rayon vecteur d’un point d’une courbe, p la perpendicu- 
laire abaissée du pôle sur la tangente. Montrer que le rayon de courbure 
a pour expression 

Dur: rr/ 
UD: 
si la concavité est tournée vers le pôle, et ces expressions changées de 
signe si la concavité est tournée en sens contraire. 

R. Ce résultat s’obtient en dérivant la valeur de p (n° 197) et en la 

comparant à celle de R (n° 213). 
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7. Rayon de courbure de la courbe : r = an cos n0. 
R. C’est une généralisation des résultats obtenus au n°215 (I) pour la 
lemniscate., On trouve, w étant l’inclinaison de la normale, 


DE ; ‘ N’ | ar 
CA UNE Reset rn—1 


8. Rayon de courbure de la podaire d’une courbe donnée. 

R. Soient, pour la courbe donnée, r le rayon vecteur, 0 l’angle polaire, 
w l’inclinaison de la normale, s l’arc, R le rayon de courbure. Affectons 
de l’indice 1 les quantités analogues pour la podaire, on trouve d’abord 


W, — 20 — 6, ds, = rdw. 
Il vient alors facilement 


{ du, 2 cd 2 R df 2 Rire 


RTE NT PEL CONS RIRE ANTON CIS METANTNETS 
9. Rayon de courbure de la développée d’une courbe donnée. 
R. Conservons les notations habituelles pour la courbe donnée, et soit 
R, le rayon de courbure de la développée. On a 
do dR dR 


ne 


Prenant x comme variable indépendante, il vient donc 


R (| : _ÿ 0 A+ y)y" 
nie Fa L( Aa y" | = 3y'— RTE 


CHAPITRE VIII 


Formules fondamentales de la théorie 
des surfaces et des courbes gauches 


S 1. Tangente à une courbe. Longueur d’un arc. 


Plan tangent à une surface 


227. Représentation analytique d’une surface. — On peut 
d’abord considérer une surface comme le lieu des points du 
plan dont les coordonnées cartésiennes x, y et 3 sont liées par 


une équation 


(1) F(x, y, z) = 0. 


Nous appellerons point ordinaire de la surface, tout point 
où les trois dérivées partielles F4, F,, F° sont continues et l’une 
au moins différente de zéro. Les autres points sont des points 
singuliers. 


Dans le voisinage d’un point ordinaire où F° n’est pas nul, 
l’équation (1) définit une fonction implicite, 3, des deux varia- 

is indé antes x € 2 , par *quen 
blis indépendantes x et y (n° 121) et, par conséquent, elle peut 


se ramener, au moins implicitement, à la forme 


(2) 3 — f(x, ÿ), 


la fonction f ayant ses dérivées partielles premières continues. 

Si F° s’annulait en un point ordinaire, une des deux autres 
dérivées, F% ou F,, ne serait pas nulle et la résolution de 
l'équation (1) pourrait se faire par rapport à x ou par rap- 
port à y. 

Nous mettrons souvent l’équation de la surface sous la 
forme (2). Nous supposerons alors l’existence ou la continuité 
des dérivées partielles de f(x, y) jusqu’à un certain ordre, qui 
sera indiqué dans chaque cas particulier. Nos formules s’éten- 
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dront aux équations de la forme (1), en vertu des regles de 
dérivation des fonctions implicites, à condition de nous borner 
aux points ordinaires de la surface et de supposer l’existence 
ou la continuité des dérivées partielles de F jusqu’à l’ordre 
requis pour celles de f. 

On peut aussi définir une surface au moyen d’une représen- 
tation paramétrique. On exprime alors les coordonnées x, y, 3 
de ses points en fonctions de deux paramètres indépendants u 
et 6. La surface est alors représentée au moyen de trois équa- 


Lions : 
(3) x = f,(u, ©), A AAUTAAE 3 = f;(u, 6). 


Quand nous emploierons cette représentation, nous suppo- 
serons les. trois fonctions f continues ainsi que leurs dérivées 
jusqu’à un certain ordre à indiquer. 

Nous appelierons points ordinaires de la surface ceux où 


l’un au moins des trois déterminants : 


of, of; df: fa df3 Ôdf3: 
du dE du de ou de 
df: df: fs dfs of, df: 
du de du  d6 du de 


est différent de zéro. 

Dans le voisinage d’un point ordinaire ainsi défini, on peut 
encore considérer l’une des trois coordonnées x, y, 3 comme 
fonction des deux autres. En effet, si le premier de ces déter- 
minants est différent de zéro, les deux premières équations (3) 
définissent u et 6 en fonction de x, y ; en portant ces valeurs 
dans la troisième équation, on obtient 3 en fonction de x et y, 
c’est-à-dire l'équation de la surface sous la forme (2). 

Donc, dans les démonstrations, on pourra supposer à son 
gré que la surface soit définie par une équation de la forme (2) 
ou par un système de la forme (3). Les démonstrations seront 
générales à condition de se borner aux points ordinaires de 


la surface. 


218. Représentation analytique d’une courbe de l’espace. 
— En premier lieu, on peut définir une courbe de l’espace 
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comme l'intersection de deux surfaces différentes, ou comme 
le lieu des points dont les coordonnées vérifient deux équa- 


tions : 
(4) F,(x, y, z) = 0, CNE AR UNE 


Les points ordinaires de la courbe sont ceux où les deux 
fonctions F, et F, sont continues ainsi que leurs dérivées par- 


L1 


tielles premieres et où l’un au moins des trois déterminants : 


| 2F) 2E, >F, 2F, >F, PF, 
POIL EAN dx dx dy 
A ÉD EAU >F, DE, >F, dE, 
POV 000 3 0e PUIS PRIX VX AR) 


n’est pas nul. 

Si le premier de ces déterminants n’est pas nul, les équa- 
tions (4) définissent deux fonctions implicites y et z de x et, 
par conséquent, elles peuvent, au moins implicitement, se 


ramener à la forme 
(5) Y = Ex), 3 = px), 


ces deux fonctions ayant des dérivées premières continues. 

Les résultats que nous établirons en raisonnant sur les 
équations de la forme (5) s'étendent aux équations de la 
forme (4), à condition de nous limiter aux points ordinaires de 
la courbe et d'introduire les conditions de continuité des déri- 
vées jusqu’au même ordre. 

On peut, en second lieu, considérer une courbe comme le 
lieu des positions successives d’un point mobile, ce qui con- 
duit à exprimer x, y, z en fonction d’une variable indépen- 
dante {. On obtient ainsi une représentation paramétrique de 


la courbe, au moyen de trois équations : 


(6) X = (1), = et), 2 — pt). 


On appelle alors points ordinaires de la courbe, ceux où les 


trois fonctions © sont continues ainsi que leurs dérivées et où 


l’une au moins des trois dérivées «1, wo, ou 23 est différente 


0 
de zéro. 
Dans le voisinage d’un point ordinaire, le système (6) peut 


LONGUEUR D’UN ARC 263 


aussi se transformer dans le système analogue à (5). En effet, 
si gi(t) n’est pas nul, la première équation (6) définit { en 
fonction de x (n° 121), et en portant cette valeur dans les deux 
équations suivantes, on obtient y et 3 en fonction de x. 

Donc, dans les démonstrations, on peut choisir le mode de 
représentation que l’on veut. Les conclusions seront générales 
à condition de se borner aux points ordinaires de la courbe. 

C’est le mode de représentation paramétrique qui est le plus 
employé, parce qu’il a l’avantage de rendre les formules 
symétriques. Les formules ainsi établies renferment comme 
cas particulier celles relatives au premier mode de représenta- 
tion, car les équations (6) se réduisent à la forme (5) si { = x. 

Pour les démonstrations, nous mettrons le plus souvent les 
équations de la courbe sous la forme (6) et nous indiquerons 
jusqu’à quel ordre nous supposons l’existence ou la continuité 
des dérivées. 

Lorsque tous les points d’une courbe sont dans un même 
plan, la courbe est plane, elle est gauche dans le cas contraire. 


219. Tangente et plan normal à une courbe. — Supposons 
que la courbe, rapportée à des axes rectangulaires ou 
obliques, ait pour représentation paramétrique 


(7) LES oi(t), ste pa(L) ARE: AE 


La tangente en un point M de coordonnées x, y, 3 est la 
limite d’une sécante passant par ce point et par un autre 
point M’ qui se rapproche indéfiniment du premier. Soient At 
l'accroissement qu’il faut donner au paramètre pour passer de 
M à M'; Ax, Ay, Az les accroissements correspondants des 
coordonnées. Les équations de la sécante MM’ peuvent s’écrire 


(6, x, S désignant les coordonnées courantes) 


RER FUTELS SE MN 
(8) (a F2 N ARS LE 
A ne AZ 


Divisons les dénominateurs par At et faisons tendre At 
vers 0. Les quotients Ax : At, Ay : At, A3 : At tendent vers les 


dérivées x’, y’, z', supposées existantes, de x, y, 3 par rapport 
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à &. On trouve ainsi les équations de la tangente au point M, 


à savoir 
le : VA A; 
E— X n—Yÿ C—2 


(9) Fa Fr y 7 2 


Ces équations supposent toutefois que x’, y’, 4 ne s’annulent 
pas simultanément au point M, et c’est ce qui a lieu en un 
point ordinaire de la courbe. 

Multiplions par dt les trois dénominateurs des équations (9) ; 
les équations de la tangente prennent la forme suivante, indé- 
pendante du mode de représentation adopté pour la courbe : 


SP 
—X n—Y C—2z 


» 


RTE dy _dz 


Na; 


(10) 


Le plan normal en un point d’une courbe est le plan mené par 
ce point perpendiculairement à la tangente. Nous supposerons 
les axes rectangulaires. L’équation du plan normal se déduit 
des équations (9) ou (10), en observant que les coefficients de 
direction de la tangente sont les coefficients de léquation du 
plan normal ; cette équation sera de l’une des deux formes : 


(1) Ex) x + (nm) + —2) 3 = 0, 
(12) (E— x) dx + (n — y) dy + ( — 3) dz = 0. 


220. Longueur d’un arc de courbe. Différentielle de l’arc. 
— La longueur d’un are de courbe AB se définit comme dans 
le cas des courbes planes (n° 199). C’est la limite, quand elle 
existe, du périmetre d’un polygone inscrit dont les sommets | 
se suivent dans un sens déterminé, lorsque le nombre des 
côtés augmente indéfiniment et que chacun des côtés tend 
vers zéro. Nous allons démontrer l’existence de cette limite, 
en supposant que tous les points de l'arc AB soient des points 
ordinaires. Nous pouvons donc admettre que les équations de 


la courbe soient de la forme 


PES g(x), Se Lx), 


les deux fonctions & et % ayant des dérivées continues. Les 
axes seront supposés rectangulaires. 
Soient «a et b les abscisses des extrémités de Parc AB (a < b). 
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Marquons sur cet arc n + 1 points (y compris les extrémités). 
Soient Xi, X2,... Xn11 les abscisses de ces points numérotées 
par ordre de grandeur, de sorte que x, = a el Xh}1 — b seront 
celles des extrémités. Désignons par y;et z;les valeurs de y 
et de z pour x = x;. Inscrivons dans l’arc AB un polygone 
ayant ces n + 1 points pour sommets. Le côté €; qui joint les 
points d’abscisses x; et x;,1 a pour longueur 


ins se \2 2 10 NE 
CS Et OV) ee 7) 
Mais la formule des accroissements finis nous donne, X; 
et 5; étant compris entre x; et xX;:11, 
/ —— A ! re 2.4 4 es A \- ! a 
VEN X EX ;)p LCA), Zi — Bi = (Xiy1 — X;)V'(G). 
Désignons par M; et m;les bornes supérieure et inférieure de 
la fonction &/(x})° dans l’intervalle (x;, x:41), et par Ü une quan- 
tité de valeur absolue moindre que 1 ; nous aurons 


LR = 9) + NM — mi). 
Donc, en posant, en abrégé, 
d RE (Xi+1 ou AE 
nous pouvons mettre c; sous la forme 
= V1 + pi) + DE) + 6(Mi— mi). 


Mais la racine carrée d’une quantité supérieure à l’unité croit 


ou décroit moins rapidement que cette quantité (*); nous 
avons donc 


= àf/1 + »(6)° + LE), 
avec une erreur moindre en valeur absolue que (M; — mi) à; ; 
et, en désignant par P le périmètre du polygone inscrit, nous 
avons 


n 
P—Lapl +) + 


= 


avec une ereur moindre que Y(M; — mi)o;. 


(*) En effet, si a est > 1 et le radical réel, on a, quel que soit x, positif 
ou négatif, 


Vars Val=|x:qa rx +Val <|xl: 
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Faisons tendre tous les côtés du polygone et, par suite, tous 


les à vers zéro : il vient, par définition de lPintégrale (n° 172), 
D r RE ee 
Q ULE (TN O PARNE: 
lim P — | dx LE 6 (CCE (EC) 
Ja 


sans aucune erreur, car, comme la fonction continue £'(x)° est 
intégrable, les deux sommes Mo; et Ÿm;9; tendent vers la 
même limite, à savoir l'intégrale de 4/(x)°, el É(M; — mi); tend 
vers Zéro. 

L’arc variable AM, compris entre un point fixe À d’abs- 
cisse a et un point variable M d’abscisse x, est une fonction s 
de x. Cette fonction est continue et admet une dérivée. On a, 


en effet, 


(13) qe \axyi EG) + VO) 
ds / LU RN DENTS 
y d: -\° L/ e es 

(14) = VIE fo) + VC) 


La différentielle de l’are sera donc 


/ LV d3\° 
5 = 5 / | à .\2 L' xX DA dx / [ “4 | pe a 
(15) ds = dx} 1 + (x)* + d’(x) l + + re 


Dans les calculs précédents, tous les radicaux ont été pris 
positivement, ce qui revient à considérer Parc s comme crois- 
sant dans le même sens que x. Dans l'hypothèse inverse, les 
radicaux seraient pris négativement. Nous ferons (sauf indica- 
tion contraire) la première hypothèse, chaque fois que x sera 


pris comme variable indépendante. 


221. Théorème. — Le rapport d’un arc infiniment petit à la 
corde qui Le sous-tend «a pour limite l'unité. 

En effet, soient As la longueur de l’arc, Ax, Ay et Azles 
différences des coordonnées des extrémités. La corde corres- 


f ou 9 
pondante c a pour mesure JAx? + Ay*+ Az. Lorsque ces 
quantités tendent vers zéro, on a 


AS ds 
AS AXx dx 


— Ji - — = ——— = 
C Va NACRE AE /1 dy\%0/tdz 
PR se) us ml | & sl Ë el 


lim 3 be 
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en vertu de la formule (15). Le signe du radical ne donne pas 
lieu à discussion, car il ne s’agit dans le théorème que de lon- 
gueurs absolues. 


222. Dérivée et différentielle de l’arce dans le cas d’une 
représentation paramétrique. — La formule (15) peut se 
mettre sous la forme 


(16) ds = + Vdx°? + dy? + d#. 


Cette formule ne contient plus que les différentielles des 
coordonnées et elle ne dépend plus en rien du mode de repré- 
sentation choisi pour la courbe. Elle est donc générale et elle 
s'applique au cas d’une représentation paramétrique. Les 
coordonnées x, y, 3 sont alors des fonctions de { ayant, par 
hypothèse, des dérivées continues x’, y’, 3. Remplacons dx, 
dy, ds par x'dt, y'dt, z'dt. La formule (16) devient 


(17) St LExE + na + 3° 


et la dérivée s' par rapport à { sera 


9 


(18) RE SEM EEE ATOM TA 


Le signe à donner aux radicaux dépend du sens dans lequel 
on compte l’arc. Sauf indication contraire, nous leur donne- 
rons le signe +, ce qui revient à compter l’arc dans le sens 
où { varie en croissant. 


223. Cosinus directeurs de la tangente. — Nous désignerons 
par 4, 5, y les cosinus des angles que fait la tangente avec les 
axes coordonnés, ou les cosinus directeurs de cette droite. 
Pour les définir sans ambiguité, considérons la tangente 
menée au point M(x, y, 3) dans le sens des arcs croissants. 
Les cosinus directeurs de la droite MM’ qui joint le point M au 
point eMMdeNcourdonnees) x MAX, y -F AY, Ua -EAztsont, 
c désignant la longueur absolue de la droite MM’, 


Soit As l'arc MM’; As sera positif si MM est mené dans le 
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sens des arcs croissants. Or les expressions précédentes 
peuvent s’écrire 
AXVAS AYEAS Az ÀSs 


É à 3 Foi , 
As € As ec As ce 


Quand M’ tend vers M, Às et c étant positifs, Às : c a pour 
limite + 1 (n° 221). Les cosinus directeurs de la direction MM’ 
à la limite, c’est-à-dire ceux de la tangente menée dans le sens 


des arcs croissants, sont donc 


dx A REUN RATE 
(Es) DOUTE tr TE UNE 


Dans le cas d’une représentation paramétrique, x, y, 3 sont 
des fonctions de t; on peut, dans les formules précédentes, 
remplacer les difiérentielles par les dérivées, et s° par sa 


valeur (18) ; il vient ainsi 


% 6 V 1 1 


CODEN PAPE TON E 


Si le radical est pris positivement, s et { croissent dans le 
même sens et la tangente est menée dans le sens où { varie en 
croissant. 

REMARQUE. — Les formules précédentes prouvent que toute 
courbe dont Les tangentes sont parallèles à une direction fixe, 
se réduit à une droite. En effet, soient a, b, € les coefficients 


de la direction fixe. On a 


« D Ô 
Donc x : «a, y :b et 3:c, ayant même dérivée, ne différent 


que par des constantes et l’on a 


Ce sont les équations d’une droite. 


224. Plan tangent à une surface. — Considérons d’abord 


une surface définie par léquation 


(21) 3 f(x, ÿ): 
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THÉORÈME. — En tout point M de la surface où f(x, y) est 
différentiable, le lieu géométrique des tangentes menées au 
point M à toutes les courbes tracées sur la surface et passant 
par ce point, est un plan auquel on donne le nom de plan 
tangent à la surface. 

Toute courbe tracée sur la surface et douée d’une tangente, 
se projette sur le plan xy suivant une certaine courbe plane 
douée d’une tangente. Considérons une représentation para- 
métrique de cette courbe plane 


(22) A ENIUP ON EEE UTUE 


L’ensemble des équations (21) et (22) fournit une représen- 
tation paramétrique correspondante de la courbe tracée sur la 
surface, car, en remplaçant x et y par e(t) et d(t), l'équation 
(21) donne aussi 3 en fonction de t. 

Les équations de la tangente au point M(x, y, z) de cette 
courbe sont (n° 219) 


Mais, en dérivant totalement l’équation (21) par rapport à t, 
en désignant par p, q les dérivées partielles de f(x, y) par 
rapport à x, y et en observant que les dérivées x’, y’ par rap- 
port à { sont existantes par hypothèse, on a (n° 102) 

PRET ! ! 

En éliminant x’, y’, z' entre cette équation et les précédentes, 

on trouve la relation 
74 ; Fr 

(25) CD ERNST), 
qui est vérifiée par les coordonnées £&, , € d’un point d’une 
tangente quelconque passant par M. Cette équation, étant du 
premier degré, est celle d’un plan. Ce plan est le plan tangent 


à la surface au point M. 
Considérons maintenant une surface définie par l’équation 


F(x, y, 3) = 0. 


Elle admet un plan tangent en tout point ordinaire. En 
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effet, une des dérivées, Fi par exemple, n’est pas nulle Alors 
l'équation précédente admet une solution 3 de la forme (21), 
dont les dérivées partielles sont 


rl 
p= nuE Ja F! F 


Le théorème précédent s'applique et, par la substitution de 
ces valeurs de p, q, l'équation (23) devient 


(22) MO EME SN RON CRE) EN CENT 


Donc l’équation du plan tangent en un point ordinaire 
s'obtient en différentiant totalement l’équation de la surface 
et en remplaçant dx, dy et dz par É— x, n— yet — 3. 

Considérons enfin une surface définie par une représenta- 


tion paramétrique : 
x = f.(u, Ÿ), UE 3 = f,(u, ?). 


Il suffit de faire u el v fonctions d’un paramètre unique t 
pour que les équations précédentes soient celles d’une courbe 
tracée sur la surface. Les équations de la tangente à cette 
courbe au point M sont, les accents (sans indices de dérivation 
partielle) désignant des dérivées par rapport à f, 


Mais, x, y, 3 étant supposés différentiables en u, +, les coef- 
ficients de directions x’, y’ el z' ont maintenant pour expres- 
SIOnS ! 

DT QU CU SEE VAE EVE YPO EEE ET SE QUES 
et ils se sont liés par une relation générale, qui résulte de 


l’élimination de w/ et 6’, à savoir 


x! y! x! 
! ! ' Æ 

Xu Yu ÆT 0 
/ ! 


Xé Yo 

L’élimination de x’, y’, z' entre les équations de la tangente 
et cette relation fournit une équation vérifiée par les coor- 
données des points d’une tangente quelconque passant par M 


PLAN TANGENT A UNE SURFACE y ji | 


Yest l'équation du plan tangent. Pour l’obtenir, il suflit de 
remplacer x’, y’, par £— x, — y etG—3 dans la relation 
précédente, ce qui donne 
E—X n—Y C—z 
(29) x, Yu FA Mt AU 
Xe Yo 20 

D'ailleurs, en un point ordinaire, cette équation ne peut pas 
se réduire à une identité, car l’un au moins des trois mineurs 
relatifs à É— x, n — y et { — z n’est pas nul (n° 217). 


225. Normale à une surface (axes rectangulaires). — La 
normale en un point M(x, y, z) d’une surface est la perpendi- 
culaire élevée au plan tangent en ce point. Les équations de 
la normale se déduisent immédiatement de celle de ce plan. 
En effet, les axes étant rectangulaires, les coefficients de 
direction de la normale sont les coeflicients de l'équation du 
plan tangent. La normale sera représentée par l’un des trois 
systèmes d'équations, correspondant respectivement à (23), 
(24) et (25) : 


D q Tr 
F ré 
Le F, F° 
L ° « Vel 7 4 
en onu NE a CURE JE Om 
Her TE ET TR rer RER 0 ee 
YuZo BA ETTA Æ0 ZuX + Foi XuTe XaY + SET YuXo 


Les cosinus directeurs X, Y, Z de la normale sont propor- 
tionnels aux dénominateurs qui figurent dans chacun des trois 
systèmes d’équations. Ils se déterminent donc par l’un des 
trois systèmes correspondants : 


NRA ET Z 5 (l 
D q 1 Dot 
Di RUE Re ur 7 
Ex PAU: l'HARERAREEE EEE 
D Lx dé " 2 
! vr 1 ! FORT ER; 
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Le double signe du radical correspond aux deux sens oppo- 
sés dans lesquels on peut mener la normale. 


S 2. Plan osculateur. 
Courbure et torsion des courbes gauches 


226. Représentation de la courbe. — Dans tout le para- 
graphe actuel, nous considérerons la représentation parame- 


métrique suivante d’une courbe gauche : 
Le) 


(1) X = P(t), Y = (1), 3 = q,(t). 

Nous admettrons la continuité des dérivées premieres et 
secondes de x, y, 3 par rapport à {, en outre (mais seulement 
à partir n° 234) l'existence des dérivées troisièmes. Les points 
de la courbe seront supposés ordinaires, donc l’une au moins 
des dérivées x", y’, z' différente de 0. 

Nous supposerons les axes coordonnés rectangulaires, sauf 
dans les deux numéros suivants qui concernent le plan oscu- 
lateur. 


227. Plan osculateur. — Le plan osculateur en un point M 
d’une courbe gauche est la limite d’un plan passant par le 
point M et deux autres points M’ et M” de la courbe qui se 
rapprochent indéfiniment du premier. Cherchons-en l’équa- 
tion. 

L’équation d’un plan quelconque est de la forme 

(2) A'ÉRENBHE CCE PP 0" 

Posons, A, B, C et P désignant des constantes, et x, y, 2 les 
fonctions (1) de { écrites ci-dessus, 

(3) E() = AXE YEACE EME 

Soient t<{ 1,  & les valeurs du paramètre qui corres- 
pondent aux trois points M, M’ et M”; les équations qui 
expriment que le plan (2) passe par ces trois points de la 


courbe sont, grâce à la définition de la fonction F(#) : 
F(t) = 0, F(t) = 0, F(t) = 0. 


Mais alors, en vertu du théorème de Rolle, Fa une racine + 
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comprise entre {et {, et une autre racine 7’ comprise entre #, 
et {,. Pour la même raison, F” a une racine 7, comprise entre 7 


el 7’. On à donc les trois équations : 
4 VEN TARE Ni ie Le 
F(t) = 0, (T0? F"(x,) = 0. 
Faisons tendre M’ et M” vers M, c’est-à-dire t, et t, vers t; 
r et 7, tendent aussi vers t ; et, à la limite, les dérivées étant 
continues, les trois équations précédentes deviennent : 


(4) . .F(=0, F(D=0,  F"(t) = 0. 


Ce sont les trois équations qui déterminent les coefficients 
A, B, Cet P de l'équation du plan osculateur (ou, plus exac- 
tement, les rapports de ces coefficients). En les developpant, il 
vient : 

NN DEC SR=0" 

(4°) AR OMD YEAR C20e0; 

AXEL By" C7" = 0. 

On élimine P en soustrayant de (2) la premiere des équa- 
tions (4°) ; on met ainsi l’équation du plan osculateur sous la 
forme 

(5) AE x) + B(n — y) + CE — 2) = 0, 
où À, B, C doivent satisfaire aux deux dernieres équations (15). 
Entre celles-ci et (5), on peut éliminer A, B, Get l’on obtient 
l'équation du plan osculateur sous forme de déterminant : 

ee (Em CO Le En ( 


(6) 5 y’ 4 


Les coefficients À, B, C ne sont déterminés jusqu'ici qu’à un 
facteur près. Mais nous conviendrons de désigner par À, B et 
C les coefficients qui figurent dans l’équation (6), c’est-à-dire 
que nous poserons, par définition, 

(7) AE Vale #y", PARU x!2/, = Ru vx". 

Les équations (5) et (6) ne représentent le plan osculateur 
que si l’une au moins des quantités À, B et C est différente de 
zéro. Si ces trois quantités s’annulaient simultanément en un 


18 


z. 
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point, les deux équations se réduiraient à des identités et 
l'équation du plan osculateur devrait être modifiée. Nous 
laisserons de côté ces points exceptionnels pour le moment. Il 
doit donc être entendu qu’une ou moins des trois quantités À, 
B, C est supposée différente de 0. 

REMARQUE. — Il est impossible que À, B, C s’annulent à la 
fois tout le long d’un arc de courbe sans point singulier. En 


effet, dans un intervalle où 7 ne s’annule pas, on aurait alors 


! ! 
Dep = 0. 


2.4 
9 


7 


Donc x’, y’, z' seraient dans un rapport constant, la direction 
de la tangente serait fixe et la courbe se réduirait à une droite 
dans l’intervalle considéré (n° 223). Elle se réduirait d’ailleurs 
à une droite dans toute son étendue, puisque tout point de la 
courbe, étant ordinaire, se trouve sur un segment où l’une au 
moins des trois dérivées x’, y’, 3’ ne s’annule pas. 

228. Théorème. — Le plan mené par la tangente au point M 
parallèlement à la tangente au point infiniment voisin M’, a 
pour limite le plan osculateur. 

Soit (2) l'équation de ce plan. La condition de passer par M 
donne F(t) — 0 ; la condition d’être parallèle à la tangente au 
même point M, tangente dont les coefficients directeurs sont 
x’, y’, 3 donne AX°+ By'+Cz=0 ou F'(f) =0; "de méme, la 
condition d’être parallèle à la tangente au point M’ donne 
F'(t,) = 0. Maïs alors, en vertu du théorème de Rolle, F” a 
une racine t comprise entre { et {,. Les coefficients du plan 
considéré vérifient donc les trois équations : 

F(t) = 0, F'(t) = 0, F"(T) = 0. 

Quand M’ tend vers M, £, tend vers t et + également. Donc 
les coeflicients dn plan-limite vérifient les trois équations qui 
déterminent ceux du plan osculateur : 

F(t) = 0, F'(t) = 0, F"(t) = 0. 
On prouve d’une manière analogue que le plan mené par 


la tangente au point M et par un autre point de la courbe 
infiniment voisin M’, a pour limite le plan osculateur. 
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229. Cercle osculateur. — DÉrinrrion. Le cercle osculateur 
en un point M d’une courbe gauche est la limite d'un cercle 
passant par ce point et par deux autres points M' et M” de la 
courbe qui se rapprochent indéfiniment du premier. 

Soient X,, Y,, 3, les coordonnées du centre et R le rayon du 
cercle passant par les trois points M, M' et M”. Soient £, £,, L, 
les valeurs du paramètre correspondant à ces trois points. 
Considérons x, y, 3 comme les fonctions (1) de £ el posons 


He (x) ty els a) PR? 
Les quantités x,, y,,3, et R vérilieront les trois équations : 
F(t) = 0, F(&,) = 0, F(t,) = 0, 


qui expriment que le centre (x,, y,, 3,) est à la distance R des 
trois points M, M’ et M”. On en conclut, comme dans le cas 
d’une courbe plane (n° 207), que les éléments x,, y,, 3, et R du 
cercle osculateur vérifient les trois équations : 


Ft =0, Ft =0,  F'(t)=0. 


D'autre part, le cercle osculateur, étant dans le plan oscula- 
teur qui est la limite du plan MM'M”, les coordonnées du cen- 
tre vérifient l’équation (5) de ce plan. On a donc 


(8) A(x Eu X:) À B(y Core V1) F C(z var 3) 0, 


l’une des trois quantités À, B, C étant supposée différente de 0 
(n° 227). 

Ajoutons à celles-ci les équations F'(t) = 0 et F"(E) = 0, qui 
développées deviennent | 


me x) YU pi) +23 3,) — 0. 


(9) ! 12 12 12 
CS EC UV) ARE 2) SE Pa) 


Nous formons un système de trois équations, résoluble par 
rapport à (x— x,), (y — y,) et (z— 3), et d’où l’on tire, en 
observant que le déterminant du système est A?+ B°+ C?, qui 
est différent de 0 par hypothèse, 


ON SA MA LR 
BA CHANCES SARA D NCA TB EC 
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Ces équations déterminent les coordonnées x,, y,, 3, du 
. centre du cercle osculateur. 
Le rayon R se détermine encore au moyen de léquation 
F(t) — 0, qui donne 


RE Ge — 2) + y — y) (ea) 
Remplaçons dans le second membre les parenthèses par 
leurs valeurs tirées du système précédent, et ayons égard à 
l'identité 
an À (B7— y} + (Gx— A)" + (Aÿ— Bx}= 
LROAME DEC) (REV RSE)EETA RE DYLAN 
il viendra, puisque ce dernier carré est nul (45), 


9 9\2 13 
x/? VE 216) R de So L 
& 1 4 € o + 
VA? + B° + C? 


On attribue à R une valeur positive, donc au radical le signe 
ICS 

REMARQUE. — Le centre du cercle osculateur se trouve, 
comme en la vu plus haut, dans le plan osculateur. IL se 
trouve aussi dans le plan normal. En effet, la premiere des 
équations (9), F’(t) = 0, exprime que les coordonnée x,, y,,Z, 
vérifient l’équation du plan normal. 

230. Transformation des formules précédentes. — Pour un 
instant, prenons s comme variable indépendante ; nous aurons 
S'A=Wliet DS'AO0/C'est-a-dire 


XL oy Lg =, LINE EN VIN EE EEE ET () 


Ces formules permettent de simplifier celles du n° précé- 
dent. Nous avons, en effet, eu égard aux valeurs (7) de B et C, 


Ha Cy' = (y”° + 3/°)x" — (y'y” 22 EN 
= (VE LE 2%)x7/— (— xxx = x" 
De même, 
Cx'— Az = y", Ay'— Bx'= 7", 
et l’identité (11) se réduit à 
A? + B+ C= x" Eye 21 


ir 


Comme, dans notre hypothèse surs, les dérivées x", y”, z 
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sont les dérivées premières de 4, 6, y (cosinus directeurs de la 


tangente), les formules précédentes deviennent 


Da Ne NN M Rd 
Es ARE eds 


ha EE 19 \? ,\2 
RO ed Enr RATER SENS 
LES ds ds 


Portons ces valeurs dans les formules (10) et (12), nous 


trouvons 


NX —X Yi —Y 3 — 3 : AS) 
13 "1 A2: VEpare À Er i EN. 5 BR RE Le LR 
Ch) do . dÊ dy -  dé+df+ d'y? 


ds ds ds 


Ces formules (13) ne contiennent plus que des différentielles 
premieres d’éléments définis sur la courbe, elles sont donc 
indépendantes du choix de la variable indépendante et géné- 
rales comme (10) et (12). 


231. Courbure. Rayon de courbure. — Considérons un 
point M sur une courbe et menons la tangente MT dans un 
sens déterminé. Par lorigine des coordonnées O menons un 
vecteur O de longueur 1 parallèle à cette tangente MT et de 
même sens. Si le point M décrit un arc de courbe MM’, la 
direction de la tangente varie et le point & décrit un arc de 
courbe correspondant nu’ sur la sphère de rayon 1. Cette 
courbe est l’indicatrice sphérique (de courbure) de la courbe 
MM. 

Désignons par Às et As les longueurs des ares correspon- 
dants MM’ et uu'; As est la courbure totale de l'arc MM’, le 
rapport As : As est sa courbure moyenne, la limite de ce rap- 
port quand As et As tendent vers 0 est la courbure de la 
courbe MM au point M. Le rayon de courbure au point M est 
le rayon R d’un cercle ayant même courbure que la courbe en 
ce point ; il est donc égal à l’inverse de la courbure, d’où la 
formule 
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Les coordonnées du point x de lindicatrice sphérique sont 
les cosinus directeurs 5, 5, y de la tangente MT ; par suite, 


ds = Vda?+ df+ dy?. 

On donne à cette expression ds le nom d’angle de contin- 
gence : c’est la valeur principale de l’angle des tangentes MT 
et M'T’ aux extrémités de l’arc infiniment petit MM’ de lon- 
gueur As. En effet, cet angle a pour mesure l'arc de grand 
cercle de rayon 1 joignant les points & et y’ de l’indicatrice. 
Or celui-ci peut être confondu avec sa corde et, par suite, 
avec l'arc As de l’indicatrice qui est sous-tendu par la même 
corde. On voit ainsi que les nouvelles définitions contiennent 
comme cas particulier celles relatives aux courbes planes. 

En remplaçant ds par sa valeur ci-dessus, il vient 


DM PME ET 
R ds 


Donc, en vertu de la formule (13), Le rayon de courbure est 
égal au rayon du cercle osculateur. 

On considere R comme essentiellement positif, son expres- 
sion en fonction des dérivées des coordonnées sera donnée par 
la formule (12) : 

s'3 
VA?+ B? + C? 


R — 


où le radical reçoit le signe de s’. 

Le cercle osculateur, ayant pour rayon le rayon de cour- 
bure, porte, à cause de cela, le nom de cercle de courbure, et 
son centre celui de centre de courbure. 

232. Position du rayon de courbure. Normale principale. 
— On considère généralement le rayon de courbure comme 
déterminé de situation, de direction et de sens. C’est le vecteur 
mené du point M au centre de courbure correspondant, dont 
les coordonnées x,, y, et 3, ont été déterminées précédemment 
(n° 230). Le rayon de courbure est normal à la courbe et situé 
dans le plan osculateur, car le centre de courbure se trouve 
dans le plan normal et dans le plan osculateur (n° 229). On 
donne le nom de normale principale à celle qui a cette direc- 
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lion et ce sens. Ses cosinus directeurs À, w et v se déduisent, 
sans ambiguité de signe, des équations (13) en y faisant les 
substitutions : 

x, — x = Ri, Y,\— y = Rv, 3, — 3 — Rv. 


Il vient ainsi 
ji L y R 
(14) ES 


z Fa: RER 
de dé dy ds 


: À U y 1 
(15) œ & gy EAU 13 


Comme v/, et +’ changent de signe en même temps que s, 


ces formules mettent en évidence que À, u, y ne dépendent pas 
du sens dans lequel on compte les ares. 

Ces formules montrent aussi que la normale principale est 
parallèle à la tangente à l’indicatrice sphérique, car celle-ci a 
pour coefficients de direction 4’, f, y. 


233. Directions principales. Sens de la binormale. — Par 
le point M d’une courbe, menons : la {tangente dans le sens des 
ares croissants, La normale principale et La perpendiculaire au 
plan osculateur. Cette dernière droite, qui est perpendiculaire 
aux deux autres, s'appelle à cause de cela, la binormale. Ces 
trois droites forment, en chaque point d’une courbe, Le trièdre 
principal et leurs directions, qui sont perpendiculaires entre 
elles, s'appellent les directions principales. 

Les cosinus directeurs 4, f et y de la tangente MT menée 
dans le sens des arcs croissants, et ceux À, u et y de la nor- 
male principale sont définis sans ambiguité par les formules 
(20) du n° 223 et (15) du n° 232, à savoir 


d 6 1 x ue ÿ F 
ot 0 mn ue ms , = nl e-seees = 
x! y! z! s' x B / “ s! 


Nous désignerons par X, Y et Z les cosinus directeurs de la 
binormale MB. Ceux-ci étant proportionnels aux coefficients A, 
B et C de l'équation du plan osculateur, nous avons 

X Y 2 Î 
(16) en 
MASSE D PEN CE 
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Le radical est susceptible d’un double signe, qui corres- 
pond aux deux sens opposés dans lesquels on peut mener la 
binormale MB. Pour déterminer ce sens et, par conséquent, le 
signe du radical, il faut une nouvelle convention. Nous con- 
viendrons de mener la binormale MB de telle manière que le 
trièdre principal MTNB soit de même rotation que celui OXYZ 
des axes coordonnés, c’est-à-dire de telle maniere que ces 
deux triédres soient superposables : MT sur OX, MN sur OY 
et MB sur OZ. Pour réaliser cette condition, nous allons mon- 
trer qu’il faut donner au radical qui figure dans les formules 
(16) Le signe de s'. 

En effet, considérons le déterminant à formé avec les cosi- 
nus directeurs des directions principales et remplaçons-y 
2, 5, y et À, u, », par leurs valeurs ci-dessus ; il vient 


; 6 y x! y! z! 
Ô = R LAON 
ES / U M RCE ITS OL 6 à: 
DENNEN VI NEVER / 


Substituons encore les valeurs 


STE Al 1! 7 1 AT JE 

! X X S F jp ÿ S ! ! e S ! 

A _— _— _— pd [ — A, _— - 2° . 

2. ee No ter ner io Re en 
S S ss LE SA 


il vient, par les propriétés des déterminants. 


HAN IE R 
0 = nm x" y" z"|— ce (ARE C7)? 
0 | DOM TAN | 


templaçons X, Y, Z par leurs valeurs (16); il vient, le 


“adical ayant le même signe que dans ces formules, 


CHILI 
Se ADS 


sg 


xeportons-nous à la valeur (12) de R ; il en résulte que à 
est égal à + 1 ou à — 1 suivant que le radical a le signe de s’ 
ou le signe contraire (*). Donc, le radical recevant le signe de s’, 


ON AO EU 


(*) Le déterminant 0 formé avec les cosinus directeurs de trois direc- 
tions rectangulaires est égal à + 1 ou à — 1. On le vérifie immédiate- 
ment en élevant ce déterminant au carré par la règle connue. 
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= 


Or ô = + 1 esi la condition qui exprime que les deux 
trièdres MTNB et OXYZ sont de même rotation. 

En effet, on peut loujours, par un déplacement continu, 
amener MT en coïncidence avec OX et MN en coïncidence 
avec OY. Alors MB est dirigé suivant OZ ou en sens contraire ; 
selon qu’on se trouve dans lune ou Pautre hypothèse, on a 


Z = + 1, d’où 


Mais, si à était égal à + 1 avant le déplacement, il le sera 
encore après, Car il ne peut changer brusquement de valeur 
pendant le déplacement. Done MB sera venu en coïncidence 


avec OZ. 


234. Torsion. Rayon de torsion. — Après avoir considéré 
l'angle de deux tangentes menées en deux points difiérents M 
et M’ de la courbe, il est naturel de considérer l’angle de deux 
plans osculateurs ou, ce qui revient au même, l’angle de deux 
binormales. On arrive ainsi à la notion de seconde courbure 
ou de torsion. 

Comme nous l’avons déjà dit au n° 226, nous admettons dès 
maintenant l’existence des dérivées troisièmes de x, Vue 

Menons, à partir de l’origine O0 des coordonnées, un vec- 
teur Ou, de longueur 1, parallèle à Ia binormale au point M et 
de même sens. Si le point M décrit l’arc MM!’ de la courbe 
gauche, le point », se déplace sur une sphère de rayon 1 et 
décrit une courbe correspondante u,u', appelée indicatrice 
sphérique (de torsion). 

Soient As el As, les longueurs d’arcs correspondants MM! et 
et u,u’,; As, est la forsion totale de MM'; A5, : As, sa torsion 
moyenne. La torsion au point M est la limite de la torsion 
moyenne quand Às tend vers 0. Le rayon de torsion T est 
l'inverse de la torsion. On a donc 


1 do, 
NOTES 
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Les coordonnées du point x, étant X, Y, 2 (cosinus direc- 
(el , 2 


teurs de la binormale), on a 


ds, = VdX? + dY? + d??. 


Cette différentielle est, au premier ordre près, l’angle de 
deux binormales ou de deux plans osculateurs infiniment 
voisins. Par la substitution de cette valeur, il vient 


TAXE r2 72 JINTERENTE 7/2 
(17) Ke ns y dX A LOC OR AE F VAT À tra 
I ds S 


Cette formule suffit pour déterminer la valeur absolue de la 
torsion et celle du rayon de lorsion, mais un examen plus 
« 0 \ 0 Al > Ne \ l . 
approfondi conduit à donner un signe à la torsion. C’est ce qui 
sera fait dans le numéro suivant où nous donnerons en même 


temps la valeur de T en fonction des dérivées de x, y, 3. 


235. Signe de la torsion. Détermination du rayon de tor- 
sion en grandeur et signe. — Nous avons 


XIV LP, EX EENT EE ZSIE 0 MECS TEE US 


En effet, la première équation devient identique et les deux 
suivantes se réduisent aux équations (4°) quand on remplace 
X,Y,Z2 par leurs valeurs (16). Dérivons ces équations en 
tenant compte de la dernière ; il vient 

XX PEN E02 
x!'X! Ve y! TI a. UT 0, 
x"X! + Mi SENTE NES (XIE de Y y"! Lay: 

C’est un système de trois équations résoluble par rapport 
à X’, Y’, Z' et dont on tire, en observant que le déterminant du 
système est AX + BY + CZ (qui est différent de 0 en même 
temps que À? + B° + C), 

X' De ? Z' XX Eye 72) | 
VERRA ATEN SCENE AND FOR 


Observons que l’on peut remplacer dans le dernier membre 
de cette suite d’égalités X, Y, Z par les quantités proportion- 
nelles A, B, C et que les dénominateurs des autres membres 
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sont respectivement Às’,us"vs", car, des deux relations entre 
cosinus directeurs de directions rectangulaires : 
Âa + u$ + vy = 0, AXE Zi S0, 


A \ 


on tire, grâce à la convention sur le sens de la binormale, 


À 1< Wu ct ÿ “ )2 L ue? RL En 

yY — 6Z Aie yX DNIE aY “APE ras 
8, my 
NAN 


d’où 
Nz! 


Ly'= S'(yY — BZ) = Às', etc. 


Il vient par ces substitutions 


EX A 7 D 
LE et LS SAT TE 57 2TÉ 
NS us’ vs’ APE DC 
en posant en abrégé 
x! y! 2 
(18) D eue Ax""! By" + Cz'"— x" y" ze Fi 


x!" Va Z 
En vertu de la formule (17), chacun des rapports égaux 


XAETS NE us, 7 9Stestencore égal, au signe pres,.à 


te de v’2 BE 712 4 


1 UT te 
s'y}? 22 ue + y LL 


Nous conviendrons de donner un signe à la torsion et de 
choisir ce signe de manière que chacun des rapports précé- 
dents soit égal, même en signe, à 1 : T. Nous avons ainsi le 
système de formules : 

Xe ds A 1 D 


19 EL TEE DANCE PISE | 
) }s' us’ vs’ 4? A? + Bb? rC 


La dernière montre que T s'exprime rationnellement en 
fonction des coordonnéee du point M, ce qui n’avait pas lieu 
pour le rayon de courbure. Le signe de la torsion est indépen- 
dant du sens dans lequel on compte les arcs, puisque la der- 
nière formule est indépendante de s’. 

La dernière formule montre que la torsion s’annule avec le 
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déterminant D. On appelle plans osculateurs stationnaires 
ceux qui sont menés aux points où D = 0. 


236. Théorème. — La droite, intersection du plan oscula- 
teur en M (supposé non stationnaire) avec Le plan osculateur 
en un point infiniment voisin M, a pour limite la tangente 
en M. 

Commençons par une remarque préliminaire. On a 


BC'— CB'= B(x'y"— y'x") — C(zx"— x'3/") 
= x (By" + Ca") — x" (By! + C2’). 


Mais By’ + C3 = — Ax'; il vient 
BC' — CB'= x'(Ax""+ By"”"+ Cz””) = Dx'. 


On en déduit par permutation circulaire les deux formules 


analogues : 
CA'— AC = Dy, AB'— BA' = DZ. 


Donc, en un point ordinaire où D n’est pas nul, une au moins 
des trois quantités BC/— CB',... est différente de 0. 

Arrivons maintenant au plan osculateur. Considérons x, y, 3 
et A, B, GC comme des fonctions de { définies sur la courbe, et 


posons (6, x, S étant indépendants de t) 
[el É- n \ Es 
dt) — A(E — x) + B(n — y) + CC — 2). 

Les équations des plans osculateurs aux points M et M’ de 

paramètres { et t + At seront 
Pt) —0,  d(t+ At) = 0. 

Les coordonnées £, , de l'intersection de ces deux plans 
vérifient ces deux équations à la fois, donc aussi leur diffé- 
rence A = 0 et aussi A® : At — 0. Quand M! tend vers M, 
At tend vers 0 et £, , € vérifient le système des deux équations 

Œ() — AE — x) + B(n — y) + CE — 3) = 0, 
D'(1) A (ÉEX) PDT) PRESS) ET; 


car ®’(t) se simplifie par la relation Ax’ + By’ + Cz' = 0. Mais, 
en vertu de notre remarque préliminaire, ce système peut être 
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résolu par rapport à (6 — x), et l’on en tire, en vertu des 
relations BC — CB' = Dx'..…., 


Ce sont les équations de l’intersection-limite (D n’étant pas 
nul), et elles se confondent avec celles de la tangente. 

REMARQUE. — Le théorème subsiste en général aux points 
où D — 0, mais à condition d'introduire de nouvelles hypo- 
thèses sur l’existence des dérivées d’ordre plus élevé. Nous 
n’examinerons pas cette question ici. 


237. Interprétation géométrique du signe de la torsion. — 
Il résulte du théorème précédent que, quand le point M se 
déplace sur la courbe dans un sens déterminé, la rotation du 
plan osculateur se fait autour de la tangente. Le sens de cette 
rotation dépend du signe de la torsion. Cest ce que nous 
allons montrer. 

Soient M un point variable et M, un point fixe sur la courbe, 
z l’angle de la binormale en M avec la normale principale 


enM,. On a 


cos o = ÀAX + u,Y + v.Z 


l 


et, en différentiant et utilisant les relations (19), 


dons. PINCE TN TAC NT 
— —"- Sin © ; —= 
ds s T 


Prenons M, dans la position actuelle de M ; nous aurons 
@ = 90°, À = À,,..., donc 


de 1 


FANTNTONTE 

Doncæets varient en sens contraire si T est positif, et dans 
le même sens si T est négatif. Ainsi, lorsque le point M se 
déplace sur la courbe dans le sens des arcs croissants, la 
rotation de la binormale autour de la tangente se fait du 
côté de la normale principale si T est positif, et du côté 
opposé si T est négatif. 
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Cette regle s’applique, quel que soit le sens de rotation du 
trièédre OXYZ. S’ilest donné comme d'habitude, un observa- 
teur qui se tient debout sur le plan YZ du côlé de OX, voit 
la rotation de OY vers OZ se faire de gauche à droite (ou dans 
le sens des aiguilles d’une montre). Dans ce cas, la règle pré- 
cédente se transforme dans la suivante : Un observateur 
immobile qui regarde s'éloigner le point M, verra tourner le 
plan osculateur dans le sens des aiguilles d’une montre si T 
est positif et dans le sens inverse si T est négatif. 

On dit que l'allure de la courbe est dextrorsom dans le 
premier cas (T positif) et sinistrorsom dans le second (T néga- 
tif). Cette distinction est indépendante du sens dans lequel se 
fait le mouvement, car si ce sens vient à changer, le sens de 
la rotation et la position de l’observateur sont renversés en 
même temps, et les apparences restent les mêmes. 


238. Formules de Frenet. 
un rôle important dans la théorie des courbes gauches. Elles 


Les formules de Frenet jouent 


ont pour objet d’exprimer les différentielles des cosinus 
directeurs des directions principales en fonction des cosinus 
eux-mêmes, de la courbure et de la torsion. Les trois groupes 
de formules sont les suivants : 


CORRE ORAN LX RUN: ds 
) nu _ = ge TE SR 
Eu ) ue y R (22) À U y 1 
(22) dÀ de RME du Hi 6 eh NY AE ARR 
ds RIT TS SN OUR DENT RES NME TT 


Les deux premiers nous sont déjà connus, car ils reviennent 
à (14) et (19). Pour établir le troisième groupe, on différentie, 
en tenant compte des deux premiers, les Lrois équations : 


BA EE BRUT 79 OS ONE A EN ut ES DS IE 


il vient 
a + Pau +=,  XA + Ya + 24 = —S 


Àd) + udu + vdv = 0. 


On ajoute ces équations respectivement multipliées par 
2, X, À, ou par $, Y,u, ou par y, Z, y; on obtient les formules (22). 
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On déduit de ces formules d'importantes conséquences, par 
exemple les suivantes : 

1° Toute courbe dont la courbure est constamment nulle 
est une droile. 


En effet, les formules (20) donnent, dans ce cas, du—df—d—0, 
donc 4, 5, sont constants et la ligne est droite (n° 223). 

2° Toute courbe dont la torsion est constamment nulle 
est plane. 

En effet, les formules (21) donnent alors dX — dY = dZ — 0, 
donc X, Ÿ, Z sont constants. On a alors 


Xx + Yy + Zz — Const. 


car le premier membre a pour dérivée Xx’+ Yy’ + Zz' qui est 
nul. Donc la courbe est dans le plan représenté par cette 


équation. 


239. Expressions des dérivées successives des coordon- 
nées par rapport à l’arc. — Prenons l’arc s comme variable 
indépendante. On à d’abord, par les formules de Frenet, 


? EC É R' si 


HE UE ù x LÉ meer Jeu si 
bo MO CAR MRART 


R L) 


Si l’on continue à dériver de proche en proche, en rempla- 
çant chaque fois les dérivées de 4, À, X par leurs valeurs 
tirées des formules de Frenet, on trouve 


y = aP, + XP,+XP., 


où P,, P, et P, sont des fonctions rationnelles de R, T et de 
leurs dérivées successives. Ces mêmes fonctions s’introduisent 
dans les valeurs de y et de 34), de sorte que l’on a 


DUERÉ D PE EUP EP DS 
PACA ES NA 2 Ca m1 ME 
En particulier pour les trois premiers ordres, les valeurs 
de P,, P, et P, se trouvent dans les expressions de x’, x” et x” 
écrites ci-dessus. 
Pour faire une application de ces formules, plaçons l’ori- 
gine des coordonnées à l’origine des arcs, prenons les axes 
coordonnés suivant les directions principales : OX suivant la 
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tangente, OY suivant la normale principale, OZ suivant la 
binormale au point O, et proposons-nous de développer x, Y 
et 3 suivant les puissances de s par la formule de Maclaurin. 
Bornons-nous au calcul des trois premiers termes seulement. 
Le développement de x est le suivant : 


(4 1142 
X0 X0 
! 9 
NAN DS AT TEEN EE 


et ceux de y et 3 sontanalogues. Dans le cas actuel, 4,=u,=2,=1 


et les autres cosinus directeurs au point O sont nuls. On a donc 


Il 
PLATS 21) 0e AN 
ND LS Xp — 0, X0 NIET 
Î R' 
4 1 1! À 
Vo 0, Vos ji ) Yo. Ra ME: PE , 
Î 
! 1 1! 3 
RUE C0 ec 
L 
Par conséquent, 
Nn9 a s° R' 5 S° ; 
(25) X—=S—- S'rtees 4 = 5 Seb …., 3 — Le 


GR? 2R  6R° MGR 

Parmi les conséquences de ces formules, nous indiquerons 
seulement la suivante : Une courbe traverse chacun de ses 
plans osculateurs en son point de contact. 

En effet, sauf le cas de R ou T infini, la dernière équation 
montre 3 change de signe avec s. A l’origine, le plan oscula- 
teur est celui des xy ; la courbe passe donc d’un côté à l'autre 
de son plan osculateur. Le point M se mouvant sur la courbe 
dans le sens des arcs croissants, passe, par rapport au plan 
osculateur, du côté de la binormale si T est négatif, du côté 
opposé si T est positif. 


240. Hélice circulaire. 


Cette courbe est décrite par un 
point M qui se meut uniformément sur une droite, laquelle 
tourne elle-même d’un mouvement uniforme autour d’un axe 
qui lui est parallèle. L’hélice est donc tracée sur un cylindre 
de révolution. Soient r le rayon de la section droite du cylin- 
dre et k une constante. Si l’on prend lPaxe du cylindre pour 
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axes des 3 et si l’on fait passer l’axe des y par un point de la 
courbe, les équations de l’hélice circulaire sont : 


NPTiSLIL L ÿY = Tr cos l, 3 —= Ki, 


Nous compterons les arcs -dans le sens où { croit, de sorte 


que nous aurons, h désignant une constante positive, 


S'= VX yr+ 27 — TRE UT: 


A —= d — Ur Ë — + , NA 
SL h h h 
1 VAE r 
ti s' __ h? 
sl 
NÉS per ane D 0 
S T° je 
À = ky, B = — Kx, GO = — Ti, y A° + B° + ( LT 
KkY kx T 
De — —— , D‘ te Z TVR NIUE 
hr hr ? h 
1e IX NE 
TRS So 


Donc : 1° La courbure et la torsion sont constantes ; 2° la 
tangente, la binormale et la normale principale font des 
angles constants avec OZ (le dernier étant droit) ; 3° la tor- 
sion « le signe de k. 

Avec notre convention sur le sens de rotation des axes 
coordonnés, les spires, vues de l'extérieur du cylindre supposé 
vertical, paraissent monter de gauche à droite si k est posi- 
tif (dextrorsum), et de droite à gauche si k est négatif (sinis- 
trorsum). 


Les coordonnées du centre de courbure M, sont (n° 230) ; 


' 2 2 

_ k \? RATS 
RE rs 2 ns ns A NE 
xt Rx), = —Y| l PE 


jf 

Donc le lieu du centre de courbure est une nouvelle hélice 
circulaire. Le centre de courbure au point M, de cette nouvelle 
hélice est au point M. Les deux hélices décrites par M et M, 


sont réciproques au point de vue de la courbure : chacune 


19 
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d’elles est le lieu des centres de courbure de l’autre. C’est 
d’ailleurs une propriété générale des courbes à courbure con- 
stante (n° 245). 

Réciproquement, toute courbe qui a ses deux courbures 
constantes est une hélice circulaire (Liouvizze). Ce théorème 
sera démontré au n° 242. 


241. Hélice quelconque. — Une droite AB qui reste paral- 
lèle à OZ et dont le point A décrit une courbe PQ dans le 
plan xy, engendre une surface cylindrique. Supposons que le 
point M se déplace avec une vitesse constante sur la droite AB 
pendant que le point À se déplace avec une vitesse constante 
sur la courbe PQ ; le point M décrit sur la surface du cylindre 
une courbe appelée hélice. Soit 5 l’arc de la courbe PQ (sec- 
tion droite du cylindre); les équations de l’hélice sont de la 
forme (k constant) 


CONNUS ON 


ls (o} Le 1€ Ï | Le : k S 
Prenons 5 comme variable indépendante : nous avons 


RU LR EEE ARR 


Donc : 1° l’arc s de l’hélice est proportionnel à l’arc s de 
la section droite du cylindre. I vient alors 
21 k AA 


Jr PRRATRS D Tes 
FERRER SANS Ter 
DSL ETES s' 


Donc : 2° la tangente à l’hélice fait un angle constant avec 
la génératrice du cylindre ; 3° la normale principale à l’hélice 
est normale au cylindre. Il vient ensuite 


{ a? a Ge Le 1e a/? LE DE 


R° se CT+R 


Mais 4°? + 5? est le carré de la courbure de la section droite 
du cylindre, donc : 4° Les rayons de courbure aux points cor- 
respondants de l’hélice et dé la section droite sont proportion- 
nels. En particulier si l’hélice est à courbure constante, la 
section droite l’est aussi et devient un cercle (n° 211), donc : 
»° toute hélice à courbure constante est circulaire. 
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On tire maintenant des deux premiers groupes de formules 
de Frenet 


TdZ=0. 


(24) Rdu—TaX=0, RdB—TdY=0, Rdy 


La dernière équation montre que dZ s’annule avec dy, donc 
Z est constant et : 6° la binormale à l’hélice fait un angle 
constant avec la génératrice du cylindre. Enfin la derniere 
formule de Frenet devient maintenent (+ étant nnl) 


LIU CE R ? 
a (|) ’ot RL 
ds TD Doi T 77 


et comme y et Z sont constants, nous voyons que : 7° les 
rayons de courbure et de torsion de l’hélice sont dans un 
rapport constant. 

Ces diverses propositions admettent des réciproques. C’est 
ce que nous allons montrer. 


242. Conditions sous lesquelles une courbe est une hélice. 
— |° Toute courbe dont la tangente fail un angle constant 
avec une. droite fixe OZ, est une hélice. 

En effet, prenons s pour variable indépendante, on a z'= y 
(constant), donc en faisant passer le plan des xy par l’origine 
des arcs, 3 — ys. On a ensuite 


DSC EE ee EE, d’où qi 1 — ?, 


et en comptant l’arc 5 de la section droite à partir du point 
qui correspond à l’origine de l'arc s, on a 5 — V1 — y*s. Donc, 
en exprimant x, y et 3 en fonction de 5, on a les équations 
d’une hélice : 


”/ 


I 


x = (5), Y = Y(s), pret 


2° Toute courbe dont la normale principale est perpendicu- 
laire à une droite fixe OZ ; toute courbe dont la binormale 
fait un angle constant avec OZ, est une hélice. 

Ces propositions se rameénent respectivement à la précédente 
par l’une des formules : 


\ 


dy = F ds,  Rdy=TdZ = 0, 
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qui montrent que dy s’annule soit avec », soit avec dZ, auquel 
cas y est constant. 

3° Toute courbe dont les deux courbures sont dans un rap- 
port constant est une hélice. 

Posons, en effet, 

ATARI SR De PTE 
a, b, c Seront constants, car leurs différentielles sont nulles 
en vertu des équations (20) et (21). Additionnons les trois 
équations ci-dessus respectivement multipliées par ©, 6, y, 
il vient 
ao + bf + cy = 1. 


Cette équation exprime que la tangente fait un angle con- 
stant avec une droite de coefficients directeurs &, b, €, ce qui 
ramène au cas 1°. 

4° Toute courbe dont les deux courbures sont constantes 
est une hélice circulaire. 

En effet, c’est une hélice en vertu de la proposition précé- 
dente et, comme elle est à courbure constante, elle est circu- 
laïre (n° 241, 5°). 


243. Courbes de Bertrand. -— Les courbes de Bertrand 
sont celles dont les deux courbures sont liées par une relation 
linéaire et, comme cas particulier, ceiles dont la courbure est 
constante. Nous allons montrer qu’on peut encore les définir 
comme étant celles dont la normale principale est aussi la 
normale principale d’une autre courbe. 

Cherchons d’abord sous quelles conditions la normale prin- 
cipale à une courbe gauche sera en même temps la normale 
principale d’une autre courbe. Désignons par (M) et (M) ces 
deux courbes conjuguées. Nous les supposerons décrites res- 
pectivement par les deux points M (x, y, z) et M, (x,, y,,z,) 
situés sur la normale principale commune et se mouvant tous 
deux dans le sens des arcs croissants. Nous désignerons par l 
la distance MM, comptée positivement dans le sens (X, Y, Z) 
de la binormale à (M), par (2,16, y) les cosinus directeurs de la 
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tangente MT, par (à, v, y) ceux de la normale principale à (M) 

et nous affecterons de lindice 1 les quantités analogues pour 
la courbe (M). Soit d l’angle de la tangente MT, avec MT, 
compté positivement du côté de la binormale MB. Nous avons 
les relations 


à TS, J A 2 r 2 4 2 4 2 cr = — ere] An, 
RO D) (eZ); COS Ÿ — Ads + PP + Vie 
Différentions ; il vient (S étant un signe de sommation) 
dl =2S(x—x,) dx —2S(x— x,) dx, = 0, 
d cos à = Sada, + Sa,da = 0; 


en effet, ces quatre sommes $S sont nulles : les deux premières, 
parce que les points M et M, se déplacent normalement à !; 
les deux dernières, parce que ds, et du,,,.. sont des coefti- 
cients de direction de la normale principale commune. Il s’en- 
suit que Let L sont des constantes, et les deux trièdres princi- 
paux relatifs aux deux courbes sont invariablement liés 
entre eux. 
Dérivons par rapport à s, et pour { constant, les relations 


X = X + À, Ir res SO le +3 +vl; 

il vient, par les formules de Frenet (R, T se rapportant à M), 
ds a X ds ds 

{ À De il —= À —— —— LE 5 L —— 0e \ 1 eee 
D rente Æ in T. DCR nas 


Multiplions par &, 6, ; et ajoutons, puis par X, Y, Z et ajou- 
tons ; il vient (en tenant compte du sens de d) 


(2) . cos UM EE, nee: 
d’où 
Î 1 cot d 
a re ve 
@) l R T 


Donc Les deux courbures de la courbe (M) sont liées par une 
relation linéaire et cette courbe est une courbe de Bertrand. 
Réciproquement, si les deux courbures d’une courbe (M) 
sont liées par une relation linéaire telle que 
(4) su us GI 1h; +0 
R D ; 
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celte courbe est conjuguée à une autre courbe (M) ayant la 
même normale principale, dont les points M, s’obtiennent en 
portant, en grandeur et signe, MM, — L sur la normale prin- 
cipale à (M). 

En effet, L'étant constant, on peut écrire les relations (1), d’où 
l’on tire, en multipliant par À, u, vet ajoutant, Xs, = 0, ce qui 
montre que MM, est normal à la courbe (M). On en tire, 
comme plus haut, les relations (2) et (3) et, par comparaison 
avec (4), cot à = —l': 1. Donc d est constant ; et il vient, à 
cause de Zo, = 0, 

0 = d cos d = dSuu, = .. Sa,, 
1 


ds, 


A 


0 — dsin Ÿ — dSXu, — SXA,, 


où À,, 2, y, Sont les cosinus directeurs de la normale princi- 
pale à la courbe (M). On voit que celle-ci est normale aux 
directions «,... et X,... et, par conséquent, coïncide avec MM... 


Remarques. — Les formules (2) montrent que, si d était 
nul, la torsion le serait aussi et la courbe (M) serait plane. 
Nous excluons ce cas. Mais d peut être égal + 7 : 2. Dans ce 
_cas particulier, cos Ÿ — 0, la torsion disparait de la relation (3) 
et la courbe (M) est à courbure constante. Nous reviendrons 
sur ce cas particulier au n° 245. 

Une courbe gauche dont la normale principale est commnne 
à deux autres courbes, est une hélice circulaire, etcette normale 
est alors commune à une infinité d’autres courbes. En effet, 
R et T, étant liés par deux relations linéaires distinctes, sont 
constants, auquel cas la courbe est une hélice circulaire 
(n° 242, 4°). D'autre part, on peut prendre { arbitrairement 
dans (4), donc le segment MM, est de longueur arbitraire. 
Toutes les hélices décrites par M, pour les divers choix de L 
sont tracées sur des cylindres concentriques. 


Con- 


244, Autres propriétés des courbes de Bertrand. 
venons encore de désigner avec un indice les éléments relatifs 
à la courbe (M) conjuguée de (M). Si les normales principales 
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sont de même sens pour les deux courbes, les sens positifs 
sont renversés pour L, et L,, tandis qu’ils ne le sont pas si les 
normales sont de sens contraires. Soit donc e l’unité positive 
dans le premier cas, et négative dans le second ; on peut 
toujours écrire 

(5) À, = €), L = — el, DL, = — cd. 

Ecrivons les équations analogues à (2) pour (M), à savoir 


S l LS 
Cor cos db, = 1 — ©, Pa 


Fee ds 


(6) 


sin d = — —— 
ds vi 


et multiplions membre à membre les secondes équations (2) 
et (6) ; il vient. par (5), 
l? 
L 9 
sind = ——. 
Ÿ 11 

Donc : 1° Les torsions des deux courbes (M) et (M) sont de 
même signe aux points correspondants et leur produit est 
constant. 

Désignons par Z et Z, les centres de courbure des deux 
courbes (M) et (M,) en deux points correspondants ; les pre- 
mières des équations (2) et (6) donnent respectivement 
MZ, ds NZ 


ds 
1 à a = + à ——> 
cos L — cos d, — NZ ? 
Sul 


ds RM ds, 


et, en multipliant membre à membre, 


MZ, MZ, 
MZ ‘MZ 


cos? d — : 
Donc : 2° Le rapport anharmonique des quatre points 
M, M,, 2,2, est constant. 


Dérivons encore par rapport à s la relation 


æ, = a COS bd + X sind; 
il vient 


PRE CLS AZ. RAT 
= COS UE" ir) 
R, ds R ? E 


Multiplions par ds, : ds ; il vient, par (2), 


MO GS SP (Lt 
HAUTE IR RAT: 
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Donc : 3° Les normales principales aux points correspon- 
dants des deux courbes conjuguées sont de même sens ou de 
sens contraires selon que l'expression 


TS de 
R Re ik 


est positive ou négative 


245. Courbes à courbure constante. — Dans ce cas parti- 
culier des courbes de Bertrand, l’équation (4) peut s’écrire 


Donc ! — KR, ce qui montre que le point M, est le centre de 
courbure de la courbe (M) au point M. Alors les équations (1) 


se réduisent à 


: q - 
A El Let R ds = 
X V7, LUS È 


0) 


où < est l’unité du signe de T. Donc la tangente à (M) est 
parallèle à la normale en M, et elle est de sens contraire ou de 
même sens selon que T est positif ou négatif. 

Différentions la relation 4, = — EX ; il vient dau, = — esdX 
et, par les formules de Frenet, 


À,ds, Àds à, RATE : 


, — —— € 


À DUS: 


= —— € 


AS LC 
On a, par conséquent, 


À, bu _ RE 


À u V, R 


Donc les normales principales en M et M, sont de sens con- 
traires et les rayons de courbure sont égaux : chacune des 
deux courbes conjuguées est le lieu du centre de courbure de 
l’autre. 

Revenons encore à l’équation, écrite ci-dessus, 

FMRELLS 
ÉTAT S RER 


et multiplions-la membre à membre avec celle qui s’en déduit 


en permutant les deux courbes ; il vient R° = TT. 
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Donc la courbure commune est la moyenne géométrique 


des torsions des deux courbes. 
EXERCICES 


1. Appliquer les formules générales à la courbe 
y=x:24, 3=X": 04? 


R. En choisissant convenablement le sens des arcs, on a 


ds EU a TA 
do eo MG 


Ensuite (e désignant l'unité du même signe que a) 


CS 0 CV 1 ICRA CEE NN EC 
3 22. 
0 A ad T T e J e 
a à RES / ere nec TUE 
—T—=eR—(a+y) :a. 
2. Même question pour la courbe 
yY= x :34?, Hs x 
R. On a, en choisissant convenablement le sens des arcs, 
SAN re 
dx AUX" 
Ensuite (e désignant l’unité du même signe que x) 
(9 = : nn) (e — . 
DS Nr EE 1 ns Â=—e(p+y), per, v—e; 
DRE DA ODA FEAR 4 À À ie A - d 
AUX AX a AR ie td l S'ÉATAl Y =}, = 2$. 
Tr R Hot) 
—)£ Re 
SX 


3. Calculer les dérivées des coordonnées x,, y,, 3, du centre de cour- 
bure M, d’une courbe gauche et celle de Parc s, décrit par ce point. 

R. On dérive les relations x, — x = R}.,... et l’on tient compte des for- 
mules de Frenet. On trouve 


x, = ÀR/— X . D LR NT OR EUR 7 


12 ; 
a — 12 role 
4. Courbes sphériques. — On appelle ainsi les courbes tracées sur une 
sphère. L'origine étant au centre, on a 
x + y? + = p°— const. 


En dérivant par rapport à s et en se servant des formules de Frenet, 
on en déduit, de proche en proche, 


ax = Êy + yz = 0, x +uy +v3=—R, Xx + Yy +Z3—=R'T 


d’où 


= ÀRHXTR, y UR+YTR,  2——yR+ZTR!. 
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Soit 6 l’angle de la normale principale en M avec la normale inté- 
rieure à la sphère, on conclut, sans peine, des formules précédentes : 
1° que l’on a, les dérivées étant toujours prises par rapport à Pare, 


R = ° cos 6, R? + (TR’)ÿ = Ses LEE 


2° que toute courbe sphérique à courbure constante est plane et qu’elle 
est, par conséquent, un cercle de la sphère, 


», Soit s = MM’ un arcinfiniment petit d’une courbe gauche. Démontrer 
que : la distance 0 du point M’ au plan osculateur en M, la plus courte 
distance 0/ des tangentes en M et en M/, la différence € entre l’are s et 
sa corde, ont respectivement pour expressions, aux infiniment petits 
près du 4° ordre : 

SES UE s 
HORDE DR 

R. Ce sont des conséquences faciles à tirer des formules (23) données 
au n° 239, et il en est de même de la proposition formulée dans lexercice 
suivant : 


6. Soit s — MM un arc infiniment petit d’une courbe gauche. Démon- 
trer que la dtstance du point M à la tangente MT a pour valeur s° : 2R, 
aux infiniment petits près du troisième ordre. 


CHAPITRE IX 


Calcul des aires, des arcs et des volumes. 


Évaluation 
approchée des intégrales définies 


S 1. Quadrature des aires planes. 


Intégrales curvilignes 


246. Quadrature des aires planes (coordonnées carté- 
siennes). — Soil f(x) une fonction continue dans lPintervalle 


(a, b) (ab). Considérons la courbe plane qui a pour équation 


Y = f(x); 
par rapport à deux axes OX et OY se coupant sous un angle À. 
Proposons-nous d’évaluer Paire comprire entre la courbe, 
l'axe des x et les deux droites x = a et x = b. 

Supposons, pour commencer, que la fonction f(x) soit con- 
stamment positive dans l’intervalle (a, b). Alors le problème à 
résoudre est celui que nous avons déjà examiné au n° 174, 
mais en axes rectangulaires. La solution est analogue pour 
des axes quelconques. Décomposons Paire en segments par 
des paralièles à l’axe des y d’abscisses successives x, — 4, 
Xe Xa... Xi. Xni1 — D ét soient, en général, M; et m,; les 
bornes supérieure et inférieure de f(x) dans lintervalle 
(Xi, Xi11) d'amplitude 6;. L’aire du segment de base à; est 
intermédiaire entre celles des deux parallélogrammes de 
même base 6;, l’un inscrit dans le segment et l’autre circons- 
crit. Ces parallélogrammes ont respectivement pour mesures 
mo, sin À et M, sin À. L’aire S à évaluer sera comprise entre 
les deux sommes : 


ri n 
sin À ? mi; et sin À ? M0.. 
1 1 
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Elle a donc pour valeur la limite commune de ces deux 
sommes quand tous les 9; tendent vers zéro, à savoir, par 


définition, l’intégrale définie (n° 171) 
“D 
(1) S — sin } | f(x) dx. 
(42 


Si l’on suppose maintenant que la fonction f(x) soit con- 
stamment négative dans lintervalle (a, b), le raisonnement 
précédent subsiste, sauf que toutes les sommes considérées 
sont négatives, et la formule (1) donne pour $S une valeur 
négative. Les aires calculées par cette formule sont donc posi- 
tives quand la courbe est située au-dessus de l’axe des x, et 
négatives quand la courbe est située au-dessous (a étant < b). 

Enfin, si la courbe traverse une ou plusieurs fois Paxe OX, 
la formule fournit seulement la différence entre les aires 
situées de part et d’autre de cet axe. Dans ce cas, si l’on veut 
calculer Paire totale, il faut évaluer séparément les aires 
positives et les aires négatives et faire la somme de leurs 
valeurs absolues. 

Lorsque les axes sont rectangulaires, sin À = 1 et la for- 
mule se simplifie : 


D b 
(2) NS — | f(x) dx — | MAULN: 


(4, 


Les formules précédentes permettent aussi d'évaluer Paire 
comprise entre deux courbes. Supposons que ces courbes 
aient pour équations : 


Yi = f(x), Ya = faX) 

et que l’on ait constamment f(x) < f,(*). L’aire S comprise 
entre les deux courbes et les deux droites x = a et x = b, sera 
la différence algébrique entre les deux aires $, et S, com- 
prises entre ces deux droites et l’axe de x, mais limitées 
respectivement à chacune des deux courbes. On a donc 
S = S, —5S,; la formule (1) s'applique au calcul de S, et des, 
et il vient 

b 

(3) S = sin À | [f,(x) — f(x) dx. 
a 


La formule (3) s'emploie pour calculer laire d’une courbe 
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fermée qui n’est rencontrée qu’en deux points par une paral- 
lele à Paxe des y. Dans ce cas, l'équation de la courbe fournit 
pour y les deux valeurs f,(x) et f,(x) que l’on doit substituer 
dans la formule, et l’on prend pour a et b les valeurs extrêmes 


de x sur la courbe. 


247. Applications (coordonnées cartésiennes). — |. PARA- 
BOLE. — La parabole, rapportée à un diamètre OX et à la 
tangente à l’extrémité de ce diameétre, a pour équation 
VÆl0inx, d'ou 

f(x) = V2p Vx: 

L’aire comprise, au-dessus de l’axe OX, entre cet axe, la 
courbe et la corde d’abscisse x, sera donc, en appelant À l’an- 
gle du diamètre avec la tangente, 

X 


—{ FER . = x FER . = 2 . S 
S = V2psin | DÉCOR EU DEAD) EX xXY Sin À. 


: 2 
D] 
0 3 3 


Cette aire vaut les deux tiers du parallélogramme construit 
sur les deux côtés rectilignes, de longueurs x et y, de l’aire 
considérée. La même relation existe entre les aires analogues 
au-dessous de Paxe OX. Donc le segment détaché de la para- 
bole par une corde quelconque est égal aux deux tiers du 
parallélogramme construit sur sa corde et sur sa flèche (por- 
tion du diamètre conjugué intérieure au segment). 

IT. CERGLE. — L’équation d’un cercle en coordonnées rec- 
tangulaires est 


Vi Va? er 
Le segment situé au-dessus du diamètre OX entre le dia- 
mètre x = 0 et la corde x = x, a pour valeur (n° 142) 


ù ee LU Ne one EX 
S— | dx pa? — x? = = a? — x? + arc sin —. 
0 À (4 
Si x = «4, on obtient l'aire, ra? : 4, du quart de cercle. Donc 
l’aire du cercle entier est ra°. 
IIT. EcriPse. L’ellipse étant rapportée à ses axes, son équa- 
tion se ramène à la forme 


RÉ A  RETET > 
NL SEE 
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Le segment situé au-dessus de l'axe OX entre l’axe x = Det 
la corde x — x, s’obtient en multipliant par b:a l'aire que 
nous venons d'obtenir pour le cercle. L’aire de lellipse entière 
sera r@b. 

IV. HYPERBOLE. L’équation de l’hyperbole rapportée à ses 


axes est 
b RES TN 
PP = — VX" — «*. 
J a 1 


L’aire S comprise (fig. 8) entre l’arc AM de la courbe, l’axe 
horizontal OX et la verticale MP d’abs- 


Y 
M cisse X(Xx > «a) a pour valeur 
en 0 REEur 
DE — | dx Vx? — a. 
Œ Ja 
() X 


Calculons d’abord l'intégrale indéfinie. 


Une intégration par parties donne 


Si l’on remplace x°*dx par (x° — a?) dx + a*dx, la derniere 
intégrale se décompose en deux autres, dont celle du premier 


membre. On en conclut 


te : Fo dx 

PAU We eV eee, LUC ER ST, A Tr ) 

| | | Ve re 

\ax ÉCART 5 VERRE Do (OR ERTEe EERTEe 
Ed 


De là résulte facilement la valeur de $ : 


b 


RS OL TS 
— ——, ab x + Vx? — a? 
— x VX? — a? — | 
2 @ 


LOr,, 
À ë « 


Qi 
et, en se servant de l’équation de la courbe, 


à NY ab x Y 
SE =——— Log |— PAIE 
og (© a Z) 


Le premier terme de $S mesure l'aire du triangle OPM (fig. 8). 
Donc le second terme, pris en valeur absolue, mesure Paire du 
secteur OAM (secteur hyperbolique). 
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Si l’hyperbole est rapportée à ses asymptotes, son équation 
est xy = k?. L’aire comprise entre la courbe, l’asymptote OX 
et deux parallèles à l’autre asymptote d’abscisses x, et x, a 


pour mesure (À étant l’angle des asymptotes) 


X è A7 
\ e " k o . « 3€ 
S = sin À dx = k° sin À Log — 
x, X No 
(9) 

C’est cette propriété des logarithmes népériens qui leur a 
fait donner le nom de logarithmes hyperboliques. 

On remarquera que l’aire S augmente indéfiniment quand x 
tend vers l'infini, ou quand x, tend vers 0. La portion du plan 
comprise entre une branche de la courbe et ses asymptotes a 
donc une aire infinie. 

IV. CYGLOIDE. Si l’on prend pour variable d’intégration 
l’angle { (n° 195), on a 


y dx = &(1 — cos t)° dt. 


L’aire S de la cycloïde comptée depuis l’origine où { = 0 
jusqu’à l’ordonnée qui répond à l’angle {, a pour mesure 


sin { COS 1 


t 91 , 
S — at | Gi — cos 0° dt = at (9 — 2 sin à + 9 


i 0 a 
Retranchons cette aire OMP (fig. 9) de celle de rectangle 


OPFG qui a paur valeur 2ax ou bien y 


2a° ({t—sint), le reste, c’est-à-dire 
l'aire OMFG, sera égal à 


2 


L 
—— (t — sin { cos t), 
x ( ) DUP x 


j nt | Fige9 
ce qui est précisément l'aire du seg- : 


ment AMQ déterminé, dans le cercle générateur, par la perpen- 
diculaire MQ sur le diamètre AB. On a donc 


surf. OMFG = surf. AMQ. 


À l'extrémité de l’arcade, t = 27 et S = 3=ra°. Donc l’aire 
lotale entre une arcade de cycloïde et sa base est triple de 
l’aire du cercle générateur. 
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248. Quadrature des secteurs (coordonnées polaires). 
Considérons l’équation d’une courbe plane en coordonnées 
polaires : 


TES fô), 


où f(5) est une fonction continue entre D, et @ (4, L @). Pro- 
posons-nous d'évaluer Paire du secteur compris entre un arc 
de la courbe et les deux rayons vecteurs d’inclinaisons b, 
et Q. Pour cela, décomposons cette aire en secteurs élémen- 
taires par des rayons vecteurs intermédiaires d’inclinai- 
sons successives 0,.. 0... 0,, et soit 0,11 = 0. L’aire d’un 
secteur quelconque, limité par deux rayons consécutifs d’in- 
clinaisons (hi: et 0;,1, est comprise entre celles de deux secteurs 
circulaires de même ouverture (0;11 — 4;), mais ayant respec- 
tivement pour rayons le minimé m; et le maximé M; de f(b) 
dans l'intervalle (;, 6;,1). Ces deux secteurs circulaires ont res- 


; 1 D 1 D 
pectivement pour mesures = mi (Gi11 — 0;) et 3 MB: 1 — 0). 


Donc le secteur entier de la courbe sera compris entre les deux 
sommes : 

1 n 4 { n . 

i D = SMUTE 

15e mi(d;1 — 6), oi 2 Mi (B:i1 nd 0;). 

à i=1 i=1 

Si l’on multiplie indéfiniment le nombre des secteurs élé- 

mentaires, de maniere à faire tendre vers zéro toutes leurs 
ouvertures (f;,11—1;), ces deux somimes tendent vers une 
limite commune, qui sera la valeur de $. Cette limite est une 
intégrale définie ; on a donc 


1 (0 : 
(4) se 7 f(B)°di — 5| db. 
2 Jp à jp 
1 ] 
REMARQUE I. — On peut appliquer la formule (4) à des 


courbes qui décrivent plusieurs spires autour du pôle. Dans 
ce cas, l’intervalle d'intégration peut croître au delà de quatre 
angles droits, et la formule représente l’aire totale balayée par 
le rayon vecteur quand il tourne dans le même sens de 4, à ©. 
Donc, quand le rayon tourne de plus d’un tour, les aires 
décrites et évaluées par la formule se recouvrent lune l’autre. 
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REMARQUE Il. — On peut transformer la formule (4) de 
manière à la rendre immédiatement applicable au cas des 


coordonnées cartésiennes, On a, en effet, 
2 2 2 Je 
PNEU (RE y) d'arc te XIV —ydx: 
se 


Supposons x et y exprimés en fonction d’une variable E£, 
qui varie de £, à {, quand le.point (x, y) décrit l’arc limitant 
le secteur, et prenons { comme variable d'intégration. La for- 
mule (4) se transforme dans la suivante : 


1 f&x dy — y dx 
D = a = >: 1e 
) 2 |, dt £ 
249. Applications (coordonnées polaires). — I. SPIRALE 


D'ARCHIMEDE : r = @ÿ. L’aire S depuis l’origine jusqu’au rayon 
vecteur r, a pour mesure 


| s L'opi a (0 a°6 ' 
S = —|\ r'di — Fi DUREE , 
D \. 2 0 6 6« 


di 


Si fait = ÀT 1 aire € "6 ar le 16 iere 
Si l’on faith — 27, on obtient l’aire entourée par la premiere 


spire, à Savoir 3 T°(L' 


IT. SPIRALE LOGARITHMIQUE : r—aem, Cette courbe décrit une 


infinité de spires autour de Porigine. Cherchons Paire du sec- 
teur S compris entre un arc de la courbe et les deux rayons 
vecteurs r, et R d’inclinaisons 4, et O0. On a 


2rf 2 ur 
D ce o e2m0 dé = - F (e2"0 — e2m0i) ee RTE 
: 4m 4m 


ll 
Si l’on fait tendre ÿ, vers — +, r, tend vers zéro et S vers 
?: 4m. On obtient ainsi la limite de la somme des aires 

entourées par un nombre illimité de spires qui se rapprochent 

indéfiniment du pôle. 

III. LEMNISCATE : r° = a° cos 2h. Cette courbe se compose de 
deux feuilles symétriques. L’aire du secteur compris entre 
l'axe polaire et le rayon d’inclinaison 6, sera 


| d'i60 dis: 
S = — | cos add "sin 20, 
à Jo 4 


20 
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Si l’on fait ü=7 : 4, on obtient l’aire «4° : 4 d’une demi-feuille. 
L’aire totale de la courbe est 4°. 


250. Intégrales curvilignes. — (Considérons un arc de 
courbe plane admettant la représentation paramétrique 


NE g(t), AS Lt), 


où x et y sont des fonctions continues de t, et supposons que 
le point x, y décrive l’arc L quand t varie de t, à T. Soient 
P(x, y) et Q (x, y) deux fonctions continues de xet y. Décom- 
posons l'intervalle {.T par les points consécutifs 1, t,,..#t, 
ln11= T. Soient x;, y; les valeurs de x, y au point &;. Formons 
les deux sommes (i — 1, 2,...n) 
2 Pxi, Yi) (Xiti — Xi), D Q(Xi, Yi) (Yiti — Yi), 

Quand les valeurs successives de { se rapprochent indéfini- 
ment les unes des autres, les valeurs de x et celles de y sont 
dans le même cas, et les deux sommes précédentes tendent 
généralement vers des limites déterminées. On représente 
respectivement ces limites par 


c 
LP a) 4x, | O6») dr. 
L sa 
Ces deux expressions et leur somme 
| Pdx + Qdy 
J L 


sont ce que l’on appelle des intégrales curvilignes effectuées 
sur la ligne L. 

Nous nous contenterons ici d’établir leur existence dans 
l’hypothèse où la ligne L se décompose en un certain nombre 
de segments sur chacun desquels les variations de x et de y 
ne changent pas de sens quand on décrit la ligne. Le raison- 
nement étant analogue pour la seconde somme, il suffira de 
raisonner sur la première : 


Z P(xi, Yi) (xir1 — Xi), 


et nous allons montrer que la limite de cette somme se ramène 
à des intégrales définies ordinaires par rapport à la variable x. 


L 
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Si x varie constamment dans le même sens de «a à b quand 
le poiut (x, y) parcourt la ligne L, l’équation de la courbe 
peut se mettre sous la forme 


dE o,(X), 


où +, est une fonction continue de x entre a et b, et Pon voit 
immédiatement que la limite de la somme précédente est, par 
définition, l'intégrale définie 


D 
| BOX AS IX: 
a 


Cette expression pourrait d’ailleurs être prise comme défini- 
tion immédiate de l'intégrale sur la ligne L quand Péquation 
de cette ligne est donnée sous la forme y — 2,(x). 

Si la ligne L était parallèle à l’axe des y, x serait constant 
et l’intégrale serait nulle. 

Si la ligne L se composait de plusieurs segments sur chacun 
desquels x varie dans le même sens, soit en croissant soit en 
décroissant, l’intégrale curviligne se ramèénerait à une inté- 
grale ordinaire relative à x sur chaque segment, et l’intégrale 
sur L serait leur somme. 

Revenons maintenant à la représentation paramétrique de 
la ligne L et supposons que les fonctions x et y de t aient des 
dérivées continues x’ et y’ entre £, et T. On peut transformer 
les intégrales relatives à x en prenant { comme variable d’in- 
tégration. Il vient ainsi 


M 
| Pes, sax = | Ps, y) wat. 
L t 


On trouve d’une maniere analogue 


a 
| Q(x, y) dy — | OGM 
L t 
et, par conséquent, en ajoutant, 
à | 
| Pax + Qay = | (Px' + Qy') at. 
L d, 


Ces formules subsistent évidemment si les dérivées x’ el y! 
sout discontinues en un nombre limité de points, mais restent 
bornées. 
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Si l’on changeait le sens du parcours sur la ligne L, cela ren- 
verserail le sens des limites dans les intégrales définies en x, 
en y ou en Let, par conséquent, lPintégrale curviligne change- 
rait de signe. Soient À et B les extrémités de la ligne L ; quand 
on veul faire apparaitre le sens du parcours dans la notation 
de l'intégrale curviligne, on remplace lindice L par AB ou 
par BA. On a ainsi 

| PIX OUE — | PARKER ONUY 
AB . BA 

Examinons, en particulier, le cas où la ligne L est un con- 
tour C fermé sans point multiple. 

Le parcours de ce contour peut se faire dans le sens direct ou 
dans le sens rétrograde. Le sens direct est celui de la rotation 
de l’axe de x positifs vers celui des y positifs. Ordinairement 
c’est le sens contraire de celui des aiguilles d’une montre et il 
laisse l’origine à gauche. Dans ce cas, le sens direct sur le 
contour GC est celui qui laisse à gauche l’intérieur du contour. 

On représente alors par la notation 


| DNS UE 
(C) 


l'intégrale effectuée le long du contour fermé C dans le sens 
direct. 


251. Aire limitée par une courbe fermée. — Nous savons 
déjà calculer une aire semblable lorsque le contour se compose 
de deux parallèles à l’axe des y d’abscisses a et b et de deux 
courbes A,B, et A,B, qui ferment le quadrilatère curviligne et 
qui ont pour équations dans lintervalle (a, b) : 

Yi = f(x), Ve = 13%); RUE 

L’aire intérieure à ce contour a pour valeur (n° 246) 

b b 
(6) | S = | Y,dx — | VIUx. 
(42 œ 

Ces deux intégrales sont des intégrales curvilignes effectuées 
respectivement sur les arcs A,B, et B,A,. L’équation (6) peut 
donc s’écrire 


(7) | yYdx — | ydx — | ydx + | ydx. 
À B B 


2 2 ul AB, er 


€ 
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Le sens direct laisse à gauche l’intérieur de Paire. Done, 
dans les deux dernières intégrales, les arcs A,B, et B,A, sont 
parcourus dans le sens rétrograde. 

Considérons maintenant un contour simple GC, formé d’un 
nombre limité d’arcs successifs sur chacun desquels x varie 
toujours dans le même sens quand on décrit le contour. Ce 
cas est évidemment très général. Je dis que l’aire S intérieure 
au contour a pour mesure 


(8) S = — | vuxe 
(C) 


En effet, en menant des parallèles à l’axe des y par les 
points de séparation des arcs successifs, on décompose Paire $S 
en morceaux, dont les frontières respectives n’empruntent que 
deux arcs distincts du contour C et qui s’évaluent, par consé- 
quent, par la formule (7). L’aire de chaque morceau se mesure 
par la somme des intégrales effectuées dans le sens rétrograde 
sur les deux portions du contour CG qui lui servent de fron- 
tières. Faisons la somme de ces aires ; nous obtiendrons 
l'intégrale effectuée dans le sens rétrograde sur tout le con- 
tour, c’est-à-dire la formule (8). 

Le contour CG peut aussi comprendre des portions de droites 
parallèles à l’axe des y. Dans ce cas, comme ces droites n’inter- 
viennent pas dans l'évaluation des morceaux, elles ne doivent 
pas intervenir non plus dans lévaluation de Paire totale. 
Mais, comme l'intégrale curviligne est nulle sur une parallèle 
à l’axe des y, on peut étendre l'intégration à tout le contour 
et considérer la formule (8) comme générale. 

La formule (8) est d’une application immédiate dans le cas 
d’une représentation paramétrique. Si x et y sont exprimés en 
fonctions continues d’une variable auxiliaire {, admettant des 
dérivées continues, et si le point (x, y) décrit tout le contour C 
dans le sens rétrograde quand t varie de {, à T, l’aire $S inté- 
rieure au contour C s’évaluera par la formule 


, HReUx 
(9) SE te dE. 


Nous avons établi la formule (8) en considérant y comme 
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fonction de x. On peut établir une formule analogue en consi- 
dérant x comme fonction de y. Mais il faut supposer des con- 
ditions correspondantes. Cette nouvelle formule sera 


(10) s= | xay, 
(C) 


car le contour doit être parcouru dans le sens direct pour que 
l'intégrale soil positive. 

La combinaison des formules (8) et (10) donne encore une 
formule, souvent employée, et qui n’est qu'un cas particulier 


de la formule (5), 


(11) S — à | (xdy — ydx). 
4 J(c) 
252. Théorème de Holditch. — Une corde de longueur 


constante € + « se meut d’un mouvement continu en s'ap- 
puyant par ses extrémités sur une courbe fermée donnée, C, 
qui ne se coupe pas. Si ces deux extrémités font le tour de la 
courbe C (on suppose ce mouvement possible, au besoin avec 
des rétrogradations), l'aire comprise entre la courbe et le 
lieu du point M qui partage la corde en deux segments c et c, 
a pour mesure roc, quelle que soit la courbe donnée, pourvu 
que M décrive un contour simple. 

Désignons par K la courbe décrite par M et supposons que 
cette courbe forme un contour simple. Soient (x,, y,) et (x,, y2) 
les coordonnées variables des extrémités de la corde ; celles 


du point M seront 


OL ICXS CN TG 


C+c Y c+c 


Imaginons que les coordonnées soient exprimées en fonction 
d’un paramètre { qui varie de {, à T quand les extrémités de 
la corde décrivent la courbe C. Prenons { comme variable. Les 
aires $ et Ÿ intérieures aux courbes C et K pourront s’évaluer 


par les intégrales : 


T ji T{/A2 !\ 4 ! D) 
S =| vid, = | ad, = | ETC ACIER ERREE rc )Yadxs 
l l, : (Cr C) 


1 


See | yax 2 je 1 CD CUS +c'ax:) 
. Jt, (CC) 


F 
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où l’on suppose les x et les y exprimés en fonction de {. On en 


déduit par soustraction 


ec! 


SR ee 
(CRC) 


. 
| Gi y) (dx, — dx). 

l 

Menons, à partir de l’origine, une droite égale et parallele 
à la corde. Les coordonnées de l'extrémité seront r = y, — Y; 
et = x, — x,. Or cette extrémité décrit un cercle de rayon 
(e + ce’). L'intégrale qui figure dans la dernière équation n’est 
autre chose que l’intégrale de dé effectuée sur ce cercle et sa 
aleur est x(c + c'}°. Il vient donc 


Sr rce.. 


Si les courbes C et K ne se coupent pas, le théorème est 
donc démontré. Si elles se coupent, il reste vrai, à condition 
d'attribuer des signes contraires aux aires situées de part et 
d’autre de la courbe C. Mais le théorème tomberait en défaut 
si le lieu du point M ne constituait pas un contour simple. Le 
théorème suppose encore les courbes C et K soumises aux 
conditions que nous avons admises dans la définition des inté- 


grales curvilignes. 
EXERCICES 
1. Aire de la chaînette, comptée de l’axe de la courbe, 


x X o X X 
A à ire ne 
Y —— > ed + e a S — = Ps ee a ; 


rè 


2. Aire de la cissoïde : y? = x°: (2 a — x). 


XXE X d dt 
= ; 0 (le : 22" 
0 V2ax — x? fre ({ sr ) 


X 


SI lon fait x — 2a et que l’on double, on trouve S — 37 a? pour l’espace 
indéfini compris entre la cissoïde et son asymptote x — 2a. C’est le triple 
de l’aire du cercle de rayon a. 


€ 


3. Aire du limaçon de Pascal : r = a cos 6 + b. 


4, Aire de la conchoïde : r = a sec 6 + b. 

9. Aire de l’épicycloïde. — On a indiqué (p. 258, exercice 4) les équa- 
tions de l’épicycloïde engendrée par le roulement d’un cercle de rayon b 
sur un cercle de rayon a. Dans ces équations, le paramètre t désigne 
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l'angle dont le point de contact a tourné sur le cercle fixe. On peut aussi 
prendre comme paramètre l'angle 0 dont ce point a tourné sur le cercle* 
mobile. On à at — b6. En posant b : « — q, les équations dé l’épicycloïde 


s’écriront 


: = (1 + q)cos qô — cos (1 + q)6, = (+ q) sin gô— q sin (1 +q)0. 


L’aire d’un secteur se détermine alors par la formule (5) du n° 248 ; 
on trouve 


SL atq(t ++ 20) [ (+ cost) do 7 (a+ 3ab+ 2h) + sin) 
À Jo PAT 


Si 0 = 2x, on obtient l’aire du sectéur limité par une arcade entière de 
la courbe, Pour obtenir Paire de l’arcade elle-même, il faut encore 
retrancher l’aire d’un secteur du cercle fixe dont Parc est 27h ; il restera 


Th 3h). 
« 


6. Hypocyceloide. — Les équations de lhypocycloïde s’obtiennent en 
remplaçant dans les préeédentes q par — q. Problèmes analogues aux 
précédents. 

7. Courbes unicursales. — Les coordonnées x et y d’une courbe uni- 
cursale peuvent s'exprimer en fonction rationnelle d’un paramètre t. 
Donc la quadrature de ces courbes dépend d’une intégrale rationnelle et 
peut toujours se faire sous forme finie. Dans le cas particulier où le 
paramètre test égal à y : x, on a xy/— yx/ — x°. L’aire d’un secteur se 
calculera par la formule (5) du n° 248, qui prendra la forme simple 

. . 
S = — | x*dt. 

Appliquer cette formule aux cubiques unicursales suivantes, dont les 
coordonnées s’obtiennent immédiatement en fonction rationnelle de y :x, 
x (x? + y?) = 2ay° (cissoïde), 

(x + a) (X° + y*) = 3ay* (Strophoïde), 
x° + y* = 3 axy (Folium de Descarte). 


S 2. Rectification des courbes 


253. Courbes rectifiables. Rectification des courbes planes. 
— La longuenr d’un arc de courbe entre deux points extrêmes 
est, par définition (n° 199 et 220), la limite (supposée finie et 
déterminée) du périmètre d’un polynome inscrit dans la courbe 
dont tous les côtés tendent vers zéro. Cette limite n’existe 
pas toujours et l’on appelle rectifiables les courbes dont Parc 
a une longueur finie et déterminée. Nous renverrons au volume 
suivant pour l’étude des caractères les plus généraux des 
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courbes rectifiables et nous nous bornerons ici aux conditions 
sur lesquelles nous avons fait reposer les formules des n° 199 
et suivants. 

Considérons d’abord une courbe plane, ayant pour équation 

Dario 

la longueur de son arc depuis un point fixe M, d’abscisse x, 
jusqu’au point variable M d’abscisse x, s’évalue pour la for- 
mule (n° 200) 


* RE 
(1) S — | RCE 
X, 
Les formules de rectification qui conviennent aux autres 
formes d’équation s’obtiennent en changeant de variable dans 


l’intégrale définie 


Dans le cas d’une représentation paramétrique, on prend t 
commé variable ; on sait (n° 200) que ds = dty/ x"? + y”. Donc, 
t, et { désignant les paramètres des extrémités, l’arc aura 


pour mesure 


t Lie 
(2) Si — | UNE 


(o) 


Dans le cas des coordonnées polaires, ds — Var? + r°dl?. 
Soient (r, 0,), (r, 0) les extrémités de l’arc à mesurer. Il vient, 
suivant que l’on prend 4 ou r comme variable indépendante, 


(3) FR | ape) : | dr 4 + ne a) 


dA dr 


254. Exemples de rectifications (coordonnées rectangu- 
laires). — I. CHAINETTE. On a, dans ce cas (n° 214, V), 


Calculons Pare à partir du sommet où x — 0, la formule (1) 
donne 
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IT. PARABOLE. Prenons l’axe de symétrie pour axe des y et 
le sommet pour origine. On a 

9 9 
vo NRA 


= , 1 VE 
2p ur Di 


NADINE RER 
Donc l’arc compté à partir du sommet, a pour mesure 


{ Le Ann 1, 
S — — AXVX DE 
P Jo 


En remplaçant «4° par — p° dans lintégrale indéfinie calculée 
au n° 247 à l’occasion de Paire de l’hyperbole, il vient 


| ax x Ep D VEXSEReD A Su Log (cent EE mt): 


Dada lamaleurdeste 


nn ie ent 


S — 
2 D 


IT. CycLoine. Considérons la représentation paramétrique 


habituelle 
x — a(t — sin t), y = a(il — cos t). 
L’arc, compté à partir de l’origine où { = 0, a pour mesure 


l 


6 
0 à 


= | 
S—« | di} (i—cos Lt) +sin*t = 24 | ae dt taf — COS ‘ | 

255. Intégrales elliptiques de Legendre. Rectification de 
l’ellipse et de l’hyperbole. — [’arc de ces deux courbes s’ex- 
prime par des intégrales que l’on ne peut pas réduire aux 
fonctions élémentaires, mais on peut les ramener aux deux 
intégrales définies suivantes : 


o de 
[ 5 9 9 
oÿ1—K*sin*y 


1] ® = 

+ rr ES 2 — t / phare 2 a 2 
F(Kk, ) — | E(K, ©) = \‘de VUS These 
où le paramètre k est 1. Legendre a donné à ces intégrales 
le nom d’intégrales elliptiques de première et de seconde 
espèce. On a dressé des tables qui permettent de les calculer 
pour les diverses valeurs de + et k. 
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Q ’ 0 TA u 
intégrales sont dites complètes si Po elles ne 


Les 
dépendent plus alors que du paramètre k et se désignent par 
T T 
: 2 do din Lee 
/ 9 So 
F,(&)= |" E,(k) — | de VI sin &. 
0 


NE ES PETITE CS 
DMX SIT 
ARG D’ELLIPSE. Soit la représentation paramétrique 


X = aSinv, y = bcose. 


L’are BM, compté à partir du sommet B du petit axe où 


== (), a pour mesure 


de 
D 4 
0 


?© + b? sin’ D. 


i 


K: Hope Ji 
RAT Er tt 7e s 
de x y | do |/ a cos 
0 J 0 

L’arce d’ellipse dépend de l'intégrale elliptique de seconde 


k°? = (a? — b*) : a; il vient 


| 


espèce. Posons, en effet, 
al 1 — k° sin? o, 


2 


| l’a? cos” o + b° sin © 


d’où s — «a E(k, v). 
Sio = 7:22, l'intégrale est complète et l'arc égal au quart du 


périmètre de l’ellipse. Le périmètre total sera donc 4a E,(k). 
ARC D'HYPERBOLE. On peut prendre comme représentation 
paramétrique de l’hyperbole rapportée à ses axes, le système 


« 
y = bcoty, 


NET ET 9 
SI e 


T 


car, en éliminant ©, on retrouve l’équation classique de la 
= — jusqu’à un 


courbe. L’arc AM, compté du sommet où & — —- 
1 E É L | L k 
point M où v est ro > a pour mesure 
dé Le 
ne LR Ronnie tone 2 A Lo 
S — doV x? + y rom 1 COS RD 
p ® SIN°@ 


Une intégration par parties et une décomposition donnent 


facilement 
T 
2 a?’cos° © do 


& 


s = côt ea cos g + D — | NS 
| 9 Ja? cos o + b° 


nl: 


de 


w| 4 


cos &l/a?cos? © + b?— | de Va? cos? + b°? + 3 \ = -. 
A ? ?] J'? Va? cos*o+ b° 


316  CHAP. IX. CALCUL DES AIRES, DES ARCS ET DES VOLUMES 


Posons Ka: (4 D") d'où 


EE 02 9 « [ f D] Q € . 
Va? cos® o + b°== Vy1—k'sino,; 
i Kk i 
l'arc s dépen ! des intégrales elliptiques par la formule 


F1 kb° 
7 ER) ER, PIE ER) FR, e)]. 


s—coto|] «° COS? + b°— 


256. Exemples de rectifications en coordonnées polaires. 
— SPIRALE LOGARITHMIQUE : r = ae"0, Prenons r comme varia- 


ble indépendante ; nous aurons m8 — Log r — Log a, d’où 


, mme LTÉE 
us = dr order 
m° 
V1 + m° |" V1 + m° 
S — dr = ——— (r —r,). 
m Jr, m 


Donc l’are de la spirale logarithmique varie proportion- 
nellement au rayon vecteur. Le pôle est un point asympto- 
tique de la courbe, car r ne s’annule qu’en faisant tendre ! 
vers — æ. L’arc-limite, compté de ce point, conserve néan- 


moins une valeur finie : 


DÉTECTE 
I 
m 


S— 


IT. SPIRALE D'ARCGHIMÈDE : r = @f. L’arc compté à partir du 
ôle à pour valeur, en intégrant par rapport à r 
3 D 
dt? 


= [ TRE ES TTS 1er she 
S— | dr | 1 +7 -=—\ dr V'a° = ni or 
10 ar: Œ 0 


C’est la même intégrale que celle à laquelle conduit Pévalua- 
tion de Parc de la parabole (n° 254). De là, le théorème de 
GRÉGOIRE DE SAINT-VINGENT : Les arcs de la parabole x°=2ay 
et de la spirale r — a ont même longueur, quand on compte 
le premier entre les abscisses 0 et x et le second entre les 
rayons r = 0etr = x. 

III. LEMNISCATE : 1° = 4° cos 24. Si l’on prend r comme 
variable indépendante, on a 

+ dÔ r 


Il 
Ü — —-arc cos —, ERA or 


2 a dr Vai—r* 
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L’arc compté à partir du sommet, où r — a, a donc pour 


"a / d\2 a dr 
S — | dr| l + J- ee a? | Re 
, dr >. V At r{ 


u 


mesure 


Cette intégrale se ramène à l'intégrale elliptique de pre- 


mière espèce (n° 255) en posant r — «a cos © ; il vient ainsi 


|* sin ç do *® de (ei ë de 
S —= Œ Trips —— — Re = = RES Ts ——— 7 = <— * 
0 } 1 — cos'o Fe Pr cos” o 0/2 Jo / er R 

ll Méo Sn 


HAE Î 
Doncs — 2 F e) 


257. Rectification des courbes gauches. Exemple. — Lors- 
que les coordonnées rectangulaires x, y, 3 d’un point de la 
courbe sont considérées comme fonctions de t, la longueur de 
l’arc AB, compris entre les points dont les parametres sont & 


et b, a pour mesure 


b 

f 9 0 ; pe 

si — | dt /x?+ y? + 77. 
Œ 


Comme exemple, considérons l’intersection des deux cylin- 


dres : 


Prenons x comme variable indépendante. On tire de la 


premiere équation 
: b < 
Ne El RE GE Te 
a 


et de la seconde 


Comptons l’are à partir du point où x = « ; il a pour valeur 


ax? a? a 


x Pre OX XCLX PT Re TR EE 
| dx V1 + y" +37 RE EE | PÉÉEOLEN EEE y & +b V x? + a. 


C 


318 GCGHAP. IX. GALCUL DES AIRES, DES ARCS ET DES VOLUMES 


EXERCICES 


I. Epicycloides. — Les équations de l’épicycloïde sont (Exercice 5, 
p. 312) : 
ne 


— (1 + q)cos 40 — q cos (1 + q)0, Eee + q)sin q0— qsin({ + 4)4. 
a 


On en tire 


ds = 


— —=2q (1 + q)sin 19. dO. 
a 2 


L’arc compté à partir du point de rebroussement où 8 —0, a pour valeur 


3] 


di 


er ll) É — COS L } 
(ti 


Toutefois, comme l’élément ds doit être positif, cette formule n'est 
applicable que si 0 varie de 0 à 27. Si 0 — 27%, on obtient le périmètre 
d’une arcade entière : 


4b 


€ 


s = 4aq (1-+ q) — (a + b). 
L’arce d’épicycloïde s'exprime algébriquement en fonction du rayon 
vecteur r. On a, en effet, 


r2= x? + y? = ({ +2q)} — 4q (L + q) cos? ék 


di 


d'où l’on tire COS —-et, par suite, s en fonction de r. 

En changeant q en — q dans les formules précédeutes, on obtient les 
résultats correspondants pour l’hypocycloïde. 

Les rectifications de la cardioide (Exercice 6,°p. 236) et de l’astroïde 
(Exercice, 3, p. 257) sont des cas particuliers des précédentes. 


2. Cissoide (Exercice 2, p. 235). 


r —2a (sec 0 — cos 0). 


R. L’arc compté à partir du pôle a pour valeur 


te 0 dôV/tg? 0 +4 = 2 HE 
0 


| ie dt 
[42 


2 
= 


Intégration facile. 


3. Courbes gauches. — Arcs des deux courbes suivantes : 


22 A3 A 

x" x . a (En pe 
VRP et x—asin Ÿ, 2 Loge 
24 6 a? a 1 A — X 


R. L’arc compté de l’origine a pour valeur s — x + 3 pour les deux 
courbes. 
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S 3. Volume d’un solide. Aire d’une surface 


de révolution 


La défi- 


nition des volumes se rattache à la théorie des intégrales mul- 


258. Volumes qui dépendent d’une quadrature. 


tiples et sera exposée plus loin. Nous n’étudions ici qu’un cas 
particulier. Considérons une surface dont les sections paral- 
lèles à un plan fixe soient des courbes fermées, et supposons 
que l’aire d’une section soit une fonction continue, v(x), de 
Pabscisse x, c’est-à-dire de la distance x du plan sécant au 
plan fixe. Limitons un solide, à l’intérieur de la surface, en 
menant deux plans sécants extrêmes d’abscisses x, et X. 

Pour définir le volume du solide compris entre la surface et 
ces deux plans, décomposons ce solide en tranches par les 
plans d’abscisses consécutives X,, X,,..: Xns Xn41 = X. Substi- 
tuons à chacune des tranches, un cylindre ayant même 
base «(x;) el même hauteur (xx}1 — xx) et faisons la somme des 
volumes de tous ces cylindres. Cette somme sera 


n 
Lo(xx) (Xx11 == “4e 
1 


Faisons décroitre d’une maniere quelconque les épaisseurs 
Xr11 — Xx de toutes les tranches, la somme précédente aura 
une limite déterminée, toujours la même. Cette limite est, par 
définition, l’intégrale définie 

X 
| (x) dx 


JX 
l 


el elle peut être prise comme définition du volume du solide, 
mais cette définition sera justifiée plus rigoureusement dans 
la suite (Chap. X). 

La formule précédente donne le volume compris entre les 
plans x, et X. Si l’on veut calculer le volume V compris entre 
les plans x, et x, il faudra se servir de la formule 


(1) V= | ax. 


Quand la fonction v(x) est connue, cette formule ramene à 
une simple intégration la détermination du volume V. 
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9 9 2 
& A 


259. Exemples. — I. Ellipsoïde : = + 2 + = 1, Cher- 
ue D° es 


chons le volume compris entre deux plans perpendiculaires à 
Paxe des x. La section par un plan x quelconque est une 
ellipse dont les demi-axes ont pour expressions : 


[ 9 Vi 9 
b |, tel ô | pee 


a? ui 


Donc, d’après la valeur connue de Paire de Pellipse (n° 247), 
nous avons 


LIN she [1 — À) 


a? 


Le volume compris entre Les plans 0 et x sera 


. 2 FR) 

F- X : 

Nm DC 1— | dx =rDCIXx 7 Ie 
0 (LE e) (L 


Six — «a, on obtient la moitié du volume de Pellipsoïde ; le 


4 £ 
volume total sera donc Fab. Ce volume vaut les 3 
dre qui a lune des sections principales de Pellipsoïde pour 


du cylin- 


base et l'axe normal à cette section pour hauteur, cylindre qui 
peut être circonscrit à l’ellipsoïde. 


9 9 
P# Fr £ot 


Il. Paraboloïde elliptique : e + — = 2x. La section faite 
)'RPECS 


par le plan x est une ellipse, dont les demi-axes sont b} 2x et 


c}/2x, et l’aire #(x) = 2rbcx. Le volume du segment détaché 
du paroboloïde par un plan x normal à l’axe, est donc 


C’est la moitié de celui du cylindre qui a même base et 
même hauteur que le segment du paraboloïde. 


260. Solides de révolution. 


L’aire qui a été désignée par 
c(x) s'obtient immédiatement dans le cas trés étendu des 
solides de révolution autour de lPaxe des x. Soient f(x) une 
fonction continue, et y = f(x) l’équation d’une courbe en coor- 
données rectangulaires. En tournant autour de l'axe OX, cette 
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courbe engendre une surface de révolution. La section faite 
par le plan x est un cercle de rayon y. Donc (x) = ry*. Le 
volume V du segment compris entre les plans x, et x, sera 
donné par la formule 


(2) Ver (par = | réa. 


(a) oO 


Cette formule s’applique aussi aux cas où la courbe est 
définie par une représentation paramétrique, ou par son équa- 
tion en coordonnées polaires. Il suffit d'exprimer y*dx en 
fonction de {, ou en fonction de 4, et de donner comme limites à 
l'intégrale les valeurs limites de { ou de 0. 

L’aire qui engendre le volume de révolution peut aussi être 
comprise entre deux courbes : 


ME mt CP (eye): 


Dans ce cas, le volume de révolution est la différence des 
volumes engendrés par les deux courbes. On a donc 


(3) V=r| GË—yhax. 


Plus généralement, on peut chercher le volume engendré 
par la révolution de Paire intérieure à une courbe fermée C, 
entierement située au-dessus de OX. Supposons que le con- 
tour C puisse se décomposer en un nombre limité d’arcs sur 
lesquels x varie toujours dans le même sens. En raisonnant 
comme au n° 251, on verra que le volume de révolution s’ex- 
prime par l'intégrale curviligne 


(4) V=—r| y'ax. 
(C) 


261. Exemples de volumes de révolution. — I. Cycloïde. 
Supposons que la révolution se fasse autour de la base ; on 
aura 


y*ax = a (1 -— cos t)* dt. 
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Le volume engendré par Pare compris entre l’origine et le 
point qui a pour paramètre {, sera 


t 
V = sa | (1 — 3 cos { + 3cos* t — cos't) dt 
0 


[= 
— 3 o À À $i 9 si UE 
Taie SINGES = SHDUCONTER 
2 À 3 


sin? 1 
Si t = 27, on obtient le volume 5r°a° engendré par l’arcade 
entière. 
IT. Tore. Le tore est engendré par la révolution d’un cercle 
autour d’une droite située dans son plan et ne coupant pas le 
cercle. Considérons le cercle 


X? + (y — c)* = a*, 
dont l'équation donne deux valeurs pour y, à savoir 
VC Va =ic part 
On en tire 
Va Yu Lol ce 


Faisons tourner le cercle autour de l’axe des x, le volume 
de la tranche du tore comprise entre les plans 0 et x s’évalue 
par la formule (3). IL vient 


X ? 
> / = : es 
V = 4xc | a KiAx 270 |X Va RENTE TC Sn el 
0 (4) 


Si x = a, on obtient la moitié du volume du tore. Le volume 
total sera donc 27r*ca*. C’est le produit de l’aire ra”? du cercle 
générateur par la circonférence 27rc décrite par le centre 
(Théorème de GULDIN). 


262. Aire d’une surface de révolution. Considérons 
encore la surface engendrée par la révolution d’une courbe 
rectifiable quelconque autour de l’axe des x. Supposons seule- 
ment que l’ordonnée de la courbe soit positive. Prenons comme 
variable Parc s de la courbe compté à partir d’une origine fixe. 
Les coordonnées x et y d’un point de la courbe seront des 


fonctions continues de s. 
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L’aire de la surface engendrée par la portion de la courbe 
comprise entre deux points extrêmes, est, par définition, la 
limite de l'aire engendrée par la révolution d'un polygone 
inscrit dans la courbe dont tous les côtés tendent vers zéro. 

Soient s, et S les valeurs de s aux points extrêmes ; mar- 
quons sur la courbe une suite de points où s prend les valeurs 
SUCCESSiveSs S,,15,.:., Sn Sn — ©. Soient x; et y, les valeurs 
de x et y quand s — s;. Inscrivons un polygone ayant ces 
points pour sommets et soit €; le côté qui joint (x;, yi) à 
(Xi11, Yin1). Ce côté engendre en tournant la surface latérale 
d’un tronc de cône, laquelle a pour mesure, d’après la géo- 
métrie élémentaire, 

D Enter Rss +. 

L’aire engendrée par le polygone entier s’obtient en som- 
mant toutes les expressions semblables à la précédente, ce 
qui peut, en introduisant des termes qui se détruisent, s’écrire 
comme il suit : 


n nl A” 

SJ TY EH YiTYHr 

TE STE (Si11—Si) —27 È 9 [S :11 —Si) Ci. 
1 1 


Considérons d’abord la seconde somme. Comme €; est la 
corde de l'arc S;:1—5S;, toutes les différences entre crochets 
sont positives. Donc, M désignant le maximé de y, cette 
seconde somme est moindre que 


2r MX [(si11— si] — cl = 2r M 
1 


pis n 
1 


Comme l'arc S — $s, est, par définition, la limite du péri- 
metre Xc;, cette expression tend vers 0 avec les côtés c;. L’aire 
de la surface de révolution est donc égale à la limite de la 
première somme. Mais la demi-somme de y; et y;11 étant une 
valeur moyenne de y dans l'intervalle (s;, S:11) de s, la pre- 
miere somme tend, par définition, vers une intégrale définie 
quand tous ces intervalles tendent vers zéro ; et l’on obtient, 
pour l'aire À de la surface, la formule 


S 
y ds. 


S 


(5) À — 2x | 


324 CHAP. IX. CALCUL DES AIRES, DES ARCS ET DES VOLUMES 


LA 


Cette formule suppose Parc rectifiable. On peut en déduire 
d’autres, applicables aux divers cas dans lesquels s n’est pas 
la variable indépendante. Celles-ci se déduisent de la précé- 
dente par un changement de variable, mais il faut des hypo- 
thèses plus restrictives. 

Suivant que la courbe sera définie par une représentation 
paramétrique, par léquation y — f(x), ou en coordonnées 
polaires, on aura, pourvu que les dérivées représentées par 
x', y' ou r’ existent et soient continues, 


AS NAN RER I EN Er ES 


Prenant {, x ou Ü comme variable indépendante, on trans- 
formera donc, suivant le cas, la valeur (5) de À dans l’une des 


suivantes : 


Re 0 
2T k Y Vx?+y"dt, 27 | sit 1+7y%dx, 2x | (rsin®)}/r° 724$, 


(y (g 
les limites se rapportant aux extrémités de Parc. Ce sont ces 


formules que lon applique en pratique. 


263. Aire de l’ellipsoïde de révolution. — Nous prendrons 
comme variable l’angle + déjà considéré au n° 255. On a alors 


x = asin®, y = bcoso, ds — do Va? cos? e + b? sin? ©. 
Il y a deux cas à distinguer suivant que l’ellipsoïde est de 
révolution autour du grand axe ou du petit. 
1° Ellipsoide surhaussé (a > b). Soit & = (Va? — b°) 
lexcentricité absolue. Pour obtenir Paire totale de lellipsoïde, 
il faut doubler l'aire engendrée par are ayant pour extrémités 
= Oetg=7r:2. On aura, par la relation € sin © — sin it, 


w| 


cos” { di, 


2 = 5 4rab arc sin € 
Si 1xab\° 1 CINE 2 COS © do = 77 | 


€ 0 


G — 4rab|, 


€ 


Dr) 


arc sin € à ” 
: arc SIN € 
L + Sin Lcos l prete 


(Ù 
Ce résultat se simplifie par la relation Wÿ1—e =b:a;il 


vient 


S = 2r [+ ab 


arc sin 
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2 Ellipsoïde surbaissé (a < b). Soit k = (V b°— «&) : a; 


on aura 


| 3 


“ 1 PDT RE 
S—4rab| V 1+k*sin*e cos de =47rab k \ |’ STE 


0 


Cette intégrale a été calculée au n° 254 : il vient 
{ ç Æ 9 (L ‘1 9 À 
S = 27rab|} 1 + k° + LOUER MERE) 
C 


et, par relation |/1 + k°= b:a, 


CL) a 
S — 2x [1 + 7 Log (k + V1 + k5)| 
; : 
Ces deux expressions donnent à la limite l’aire de la sphère 
en faisant tendre D vers «a et, par conséquent, set k vers zéro. 
On trouve la valeur connue 47a* 


EXERCICES 


1. Calculer les volumes et les surfaces engendrées par les révolutions : 
1° d’une chaînette autour de sa base ; 
2 d’une spirale logarithmique autour de lPaxe polaire ; 
3° de la cardioïde : r = 2a (1 — cos 4) autour du même axe ; 
4° de la lemniscate : 7°? = 4° cos 26 autour du même axe. 
Ces problèmes conduisent à des intégrales qui s'effectuent facilement 
sous forme finie. 


2, Volumes engendrés par les révolutions : 
1° d’une spirale d’Archimède autour de l’axe polaire ; 
2° d’une cissoïde autour de son asymptote. 


Ces volumes se calculent également sous forme finie. 


S 4. Calcul des intégrales définies par approximation 


264. Principe de la méthode. — Un grand nombre de pro- 
blèmes relatifs à la mécanique, à la physique et à l’art de 
l'ingénieur conduisent à des intégrales définies qu’il est impos- 
sible d'obtenir rigoureusement sous forme finie. Pour les cal- 
culer, il faut recourir aux formules d’approximation. Celles-ci 
sont d’autant plus avantageuses qu’elles exigent moins de 
calculs et comportent une exactitude plus grande. IL en existe 
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un grand nombre. Nous allons faire connaître seulement les 


plus utiles et les plus élémentaires. 
b 
L'intégrale définie | f(x) dx, où nous supposerons la fonc- 


a 


tion f(x) positive et b > a, représente, comme on le sait, l’aire 
S limitée par la courbe y = f(x), l’axe OX et les deux droites 
x = a et x = b. Le problème d’évaluer cette aire est donc le 
même que celui de calculer lPintégrale ; et .réciproquement, 
cette détermination approchée de Paire S fournit une valeur 


approchée de Pintégrale. 


265. Détermination de limites supérieures et inférieures 
d’une intégrale définie. — Nous supposerons que, dans tout 
l'intervalle (a, b) de l'intégration, la courbe y = f(x) tourne sa 
concavité dans le même sens. Si cette condition n’était pas 
réalisée, il faudrait commencer par décomposer l'aire en plu- 
sieurs autres pour lesquelles la condition aurait lieu. 

Nous supposerons, pour fixer les idées, que La courbe 
tourne sa concavité vers le bas. Dans lhypothèse inverse, 
l’ordre des limites que nous allons obtenir serait interverti. 
Une limite supérieure 
deviendrait une limite 
inférieure et récipro- 


quement. 
Ceci posé, on peut, 
L, Xe Es Des d’après Mansion, pro- 
Fig. 10 céder comme il suit 


pour enfermer l'intégrale entre des limites que lon sait 
évaluer. 

On décompose lintervalle (a, b) en un nombre pair 2n de 
parties égales d'amplitude h = (b — a) : 2n par les points 
Xi, =, Xos X3y Xon+1 — D ; puis on décompose l’aire S à évaluer 
en segments consécutifs 5,, 5,,... 5on (fig. 10) en menant toutes 
les ordonnées correspondantes ÿ,, Yo... Yon+1. 

La courbe tournant par hypothèse sa concavité vers le bas, 
tout segment compris entre deux ordonnées quelconques y; et 
yk Surpasse le trapèze que l’on y inscrit en joignant les som- 


mets des deux ordonnées. 
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On trouve ainsi, pour le segment 5; compris entre les 


ordonnées yx et Yr41, l'inégalité 


h 
(1) SK > 5 (Ye + Yu). 


De même, pour le segment 6; + 5:11 Compris entre les 
ordonnées Yo; et Yoipo, 


(2) Go + Gojry > R(Yoi + Yoite). 


Mais on peut aussi assigner une limite supérieure aux seg- 
ments. Tout segment compris entre deux ordonnées verticales 
est moindre que le trapèze qu’on lui circonserit en menant à 
la courbe, entre ces ordonnées prolongées, une tangente 
intermédiaire quelconque. En particulier, le segment 5; ,1+ 5; 
compris entre les ordonnées Y2;_1 et ÿ»:,1 est moindre que le 
trapèze qu’on lui circonserit en menant la tangente au sommet 
de l’ordonnée médiane y:;. Ce trapèze a pour mesure sa hau- 
teur 2h multipliée par la moyenne y»; de ses bases. On a donc 


(5) TR AUS ET 


De là résultent facilement diverses limites supérieures et 
inférieures pour l'aire totale S. Pour les écrire plus facilement, 
désignons par : 

P la somme des ordonnées paires y, + ÿ, + + + Yon: 

I celle des ordonnées impaires y, + ÿ3 + +++ +Yonn; 

E, celle des ordonnées impaires extrêmes y, + Yon; 

E, celle des ordonnées paires extrêmes y, + Yon; 

On obtient d’abord une limite supérieure L par la formule (3). 
On a, en effet, 


n 
Sir (Soi 1 AS Ta) _ 2 hP ; 
l 


par conséquent, 
(4) S << L = 2hRP. 


On obtient ensuite une première limite inférieure L'par la 
formule (1), car on a 


on 1 


5 = S >> (2P Or): 
1 
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par conséquent 


(5) S>1=n(P+1—:) 


Cette formule donne une valeur approchée ! de $S ; on lPap- 
pelle La formule des trapèzes. 

Enfin on peut obtenir une seconde limite inférieure l'en 
combinant les formules (1) et (2). On a, en effet, 


n—1 


S = 5, + son + 2 (sa + oui14). 
L 


On remplace 5, et 5%, par leurs limites (1) et les parenthèses 
par leurs limites (2), ce qui donne 


SD Et Us 


et, en réduisant, 


E, —E, 
(6) S>l=Rh|2P ——2—| 
2 
Cette derniere limite a l’avantage de ne pas faire intervenir 
5 l 
les ordonnées intermédiaires d’ordre impair. Quand on se sert 
des limites (4) et (6), on peut donc se dispenser de calculer ces 
ordonnées. 


266. Formules de Poncelet et de Simpson. — Ces formules 
s’obtiennent par la combinaison des limites précédentes : 
1° La formule de Poncelet s'obtient en donnant comme 
valeur à S la moyenne arithmétique des valeurs L et l'. On 
trouve ainsi 
EE 


(7) S= = np 


2 4 


pe E) 


L'erreur commise sera moindre, en valeur absolue, que 


L—l , h E,—E, 
D ANT D De 


mais on en ignore le sens. 
Cette limite de l’erreur peut se représenter géométriquement. 
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>» 


En effet, si l’on joint (fig. 10) les sommets A et B des ordon- 
nées extrêmes y, et Ysn:, et les sommets A’ et B' des ordon- 
nées extrêmes de rang pair y, et Yon, ces deux droites AB et 
A'B' interceptent sur ordonnée du milieu y,}, un segment PQ 
qui est précisément égal à (E,— E,) : 2. L’erreur est donc 
moindre que la moitié du rectangle construit sur ce segment 
PQ et la distance h de deux ordonnées consécutives. 

La formule de Poncelet est très suffisamment exacte et elle 
est surtout pratique à cause de sa simplicité. Elle ne nécessite 
pas le calcul des ordonnées intermédiaires de rang impair. 

2° La formule de Simpson s'obtient en faisant 


AAA 


(8) $ = +7 


2 AP+ 21—EK,). 

La formule de Simpson se montre presque toujours prati- 
quement la plus exacte. Mais les principes qui nous ont servi 
jusqu'ici ne suffisent pas pour justifier théoriquement sa supé- 
riorité. Tout ce que nous voyons pour le moment, c’est que 
l'erreur ne peut surpasser 


_L+al 


k 3 


; . Et) 

Pour justifier la supériorité de la formule de Simpson, il 
faut chercher, par une autre voie, une expression analytique 
de l’erreur commise. Cette expression que nous allons indi- 
quer pourra servir en pratique chaque fois que la dérivée qua- 
trième de f(x) sera connue. Dans les autres cas, la formule de 
Poncelet sera préférable à celle de Simpson, car elle donnera 
un résultat aussi sûr avec moins de calculs. 


267. Reste de la formule de Simpson. — Nous appellerons 
reste de la formule de Simpson, la différence entre la valeur 
exacte de l'intégrale et celle que donne la formule de Simpson. 
Nous allons donc chercher une expression commode de ce 
reste. 

Nous pouvons nous affranchir de toutes les conditions que 
nous avons imposées à la fonction f(x) dans les numéros pré- 
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cédents. Par contre, nous devons en introduire une nouvelle : 
nous supposerons que les dérivées de f(x) sont déterminées et 
continues jusqu’au quatrième ordre inclus. 

Nous commencerons par former l’expression du reste dans 
le cas où le calcul se fait avec deux subdivisions seulement. 
Il n’y a alors qu’un seul point de subdivision de l'intervalle 
d'intégration, nous le désignerons par x et les valeurs 
extrêmes seront x — h et x + h. 

Soit F(x) une intégrale de f(x). La valeur exacte de Paire 
cherchée sera 


F(x +h) — F(x — h), 
et celle fournie par la formule de Simpson 


LS +R) + fx — h) + AFOOI. 


Considérons x comme donné et h comme variable ; les deux 
expressions précédentes seront fonctions de À et leur diffé- 
rence, ou le reste de la formule, pourra se désigner par &(h). 
Il vient ainsi 


R 
3 


a 


2(h)=F(x+h)—F(x— h) — 


i 


[+R + Ph) + AC: 


Comme le montre un calcul simple, cette fonction s’annule 
ainsi que ses dérivées premieres et secondes pour À = 0 et la 


dérivée troisième a pour expression 


GR) = [PM ER Poe =]. 


Désignons par £ une quantité inconnue mais comprise entre 
x — h et x + h; le théorème des accroissements finis donne 


LE égale 
PUR = — TE PE). 


Multiplions successivement par dh et intégrons trois fois de 
suite Les deux membres de cette équation entre 0 et h. On peut 
chaque fois, en vertu du théorème de la moyenne, et sans 
qu’il faille changer le sens général de £, faire sortir le facteur 
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f'Y(E) du signe | et n’intégrer que la puissance de h. On trouve 


I 


ainsi, puisque 9, o' et 2” sont nuls pour h = 0, 


Telle est lexpression simple et remarquable de lerreur 
commise quand on applique la formule de Simpson avec deux 
subdivisions seulement. Si la courbe est une parabole du 
second ou du. troisième degré, la dérivée 4° de f(x) est identi- 
quement nulle et la formule de Simpson donne un résultat 
exact. 

evenons maintenant au cas général, envisagé au n° pré- 
cédent, dans lequel il y a un nombre pair 2n de subdivisions. 
Considérons le segment 5;_1 + 5; de la courbe (n° 265) compris 
entre les ordonnées ÿ»;_1 et Y2+1. On peut le calculer par la 
formule que nous venons d'établir. Il vient ainsi 


| b | HR RU: 
Doj1 + Oo — 3 LYoi1 + Vois + Ya] — 3 16) ai 


Al 


où & est intermédiaire entro Xo; 1 66 Xoi | 1. 

Faisons la somme des résultats précédents pour tous les 
indices i = 1, 2,... n ; il viendra, & étant maintenant compris 
entre a et b, 


F R | 4 h° 
RE RUE #) . Ds. à} Let 24 IV(É one, 
S 3 LI + 4 E, | na 1" C) 


ou, comme 2nh = b — «, 


h FL Ne 
(9) Se 3 LI + 4P—E | — 180 D — a)f:7(à) 


(He Re 2h); 


Cette formule coïncide avec la formule (8), à part le dernier 
terme. C’est la formule de Simpson complétée par l'expression 
du reste. Cette expression permet donc d’évaluer une limite 
de lerreur commise par la formule primitive. Si la dérivée 
quatrième ne change pas de signe, le sens de lerreur sera 
connu, puisqu'on connaitra le signe du reste. Ce reste pourra 
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même servir à rectifier dans une certaine mesure le résultat 
obtenu. 

Si h est tres petit, erreur commise par la formule Simpson 
sera très petite, car elle est seulement du quatrième ordre par 
‘apport à h. C’est de là que vient la supériorité de cette formule 
sur les autres, où l’erreur est un infiniment petit d’un ordre 


moins élevé quand h tend vers zéro. 


CHAPITRE X 


Intégrales multiples 


S 1. Intégrales doubles 


Avant d'aborder la définition des intégrales doubles, il est 
nécessaire d'étudier les conditions de continuité d’une intégrale 
définie qui dépend d’un paramètre variable. Dans cette étude, 
nous aurons à uliliser une propriété nouvelle des fonctions 
‘continues de deux variables. Celle-ci fera l’objet du lemme 


suivant : 


268. Lemme. 
indépendantes est continue en chaque point d’un segment de 


Si une fonction f(x, y) de deux variables 


droile ab, à tout nombre positif & correspond au nombre à, 
tel que l’oscillation de f(x, y) soit <'e dans tout cercle de 
rayon < ù ayant son centre sur ab. 

Supposons, par impossible, que le théorème soit en défaut 
pour un nombre € donné, nous allons montrer que f(x, y) sera 
discontinue en un point de ab. En effet, partageons ab en 
deux moitiés, le théorème sera en défaut pour lune d’elles au 
moins. Partageons celle-ci en deux autres et continuons ainsi 
de suite indéfiniment, en prenant toujours la moitié la plus 
rapprochée de a quand on peut choisir. Cette suite de segments, 
dont chacun est une moitié du précédent et où le théorème est 
en défaut, converge vers un point (4, 5) qui appartient à toute 
la suite. La fonction sera discontinue au point (4, 5) et son 
oscillation sera ÿ e. En effet, tout cercle de centre (4, 5) con- 
tient une infinité de segments sur lesquels la condition du 
théorème est impossible à réaliser, ce qui suppose l’oscillation 
de la fonction ÿ & dans le cercle, si petit qu’il soit. 

Le lemme précédent subsisterait si l’on remplaçait le seg- 
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ment de droite par un segment de courbe. Mais nous n’aurons 
à l'utiliser que pour un segment de droite et, comme on va le 
voir, pour un segment de parallèle à l’axe des x. 


269. Continuité d’une intégrale définie par rapport à un 
paramètre. 


Si l’on intègre par rapport à x une fonction 
intégrable f(x, y) qui dépend d’un paramètre y, le résultat 
sera une fonction +(y) de ce paramètre. Nous nous proposons 
d'indiquer des conditions qui assurent la continuité de &(y). 
Nous avons d’abord la proposition suivante : 

I. Sif(x, y) est une fonction continue de x et de y dans le 
rectangle R, borné par les abscisses a et À, les ordonnées b 
et B; plus généralement, si cette fonction est seulement bornée 
dans ce rectangle mais n’admet qu'un nombre limité de points 
de discontinuilé pour chaque valeur particulière de y, l’inté- 
grale (qui est bien définie en vertu des conditions précé- 
dentes), 


A 


RAA | f(x, y) dx, 


(4 
est une fonction continue de y dans l'intervalle (b, B). 
Soit, en effet, $ une valeur particulière de y dans cet inter- 
valle, nous allons montrer que #(y) est continue au point £. 
Supposons d’abord que f(x, y) n’ait aucun point de discon- 
tinuité sur le segment de droite d’ordonnée 5 et limité aux 
abscisses «a et À. Considérons alors la relation 


807 — #8) 1 < | 1 Fe 09 — FC 8) l'dx 


et appliquons le lemme qui précède. Quelque petit que soit e&, 
on peut supposer, dans cette dernière intégrale, 
e 
| f(x, Este 5) | SRE 


sous la condition | y — $ | 5, auquel cas le point x, y est 
dans le cercle de rayon à et de centre (x, 6). Alors il vient, par 
le théorème de la moyenne, 


d 


(y) — (8) | << e(A — a). 


Donc la variation de (y) peut être rendue aussi petite 
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que l’on veut avec &, et cette fonction est continue au point £. 

Cette démonstration s’étend facilement au cas où f(x, y) 
possède un nombre limité de points de discontinuité sur le 
segment de droite d’ordonnée 5. En effet, admettons, pour 
fixer les idées, qu’il n’y en ait qu’un seul, d’abscisse x inter- 
médiaire entre a et A. Désignons par € un nombre positif 
arbitraire, et faisons la décomposition 


DE A a +E 
ee <Â +Ù + res rx P | ax. 
2 +e € 
On peut d’abord rendre la dernière intégrale aussi petite 
que l’on veut avec &, car, si M désigne le maximum absolu de f, 
cette intégrale est <7 4Me par le théorème de la moyenne. Après 
cela, les deux intégrales précédentes sont aussi petites que 
l’on veut avec | y — $ | comme dans le cas précédent, car le 
point de discontinuité d’ordonnée $ en est exclu. Donc la varia- 
tion de &(y) peut encore être rendue aussi petite que l’on veut, 
et #(y) est continue au poit f. 

IT. Considérons maintenant une intégrale dont les deux 
limites x, — d(y) et x, — d,(y) sont des fonctions continues 
de y dans l’intervalle (b, B). Désignons-la par 


X 


2 
f(x dx (zx). 
1 


AY) =| 
X 

Cette intégrale sera fonction continue de y dans l’inter- 
valle (b, B), pourvu que f(x, y) soit continue dans le domaine 
D compris entre les deux courbes x = (y), x = d,(y) et les 
deux droites y = b et y = B ; ou, plus généralement, pourvu 
que f(x, y) soit bornée dans le domaine D et n'ait, dans ce 
domaine, qu’un nombre limité de points de discontinuité pour 
chaque valeur particulière de y. 

Ce théorème se ramène au précédent. En efiet, le domaine D 
peut être compris dans un rectangle R limité par les ordon- 
nées b et B et deux abscisses convenables a et A. Désignons 
par f(x, y) une fonction égale à f(x, y) en tout point de D et 
à O0 hors de D. Cette fonction n’a pas d’autres points de discon- 


tinuité dans le rectangle R que ceux de f dans le domaine D 
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et les points de la frontière de ce domaine. Il n’y en a donc 
qu'un nombre limité pour chaque valeur de y. Par suite, 
l'intégrale 


A 
| f(x, >) ax 


est fonction continue de y dans lPintervalle (b, B). Or cette 
intégrale se réduit à 2(y) à cause de la définition de f,, ce qui 
prouve le théorème. 


270. Définition d’une intégrale double dans un rectangle 


par des intégrales simples. Soil f(x, y) une fonction con- 
tinue dans le rectangle R compris entre les abscisses a et À, 
les ordonnées b et B. L'intégrale, effectuée en considérant y 


comme une constante, 


(1) Lex y) dx 


est donc une fonction continue de y dans l'intervalle (b, B) et 
peut, par conséquent, s'intégrer dans cet intervalle. Cette inté- 
gralion fournit l'expression suivante : 


B A 
(2) | dy| f(x, y) dx, 
D a 


L 


qui renferme deux signes d’intégration superposés et que lon 
appelle, pour cela, une intégrale double. Les variables x et y 
qui interviennent dans la définition de cette intégrale varient 
dans le rectangle R. Celui-ci s'appelle l'aire, le domaine, ou 
le champ d'intégration. : 

Nous avons supposé la fonction f(x, y) continue dans R, 
mais l’expression (2) conserve un sens sous des conditions plus 
générales. Supposons, en effet, que la fonction f(x, y), restant 
cependant bornée dans R, devienne discontinue en certains 
points, mais que ces points puissent se répartir sur certaines 
lignes continues, que nous appellerons les lignes de disconti- 
nuilé el qui seront soumises à certaines restrictions que nous 
allons indiquer. Nous supposerons que ces lignes puissent se 
partager en un nombre limité de segments sur chacun desquels 
x et y varient constamment dans le même sens quand on par- 
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court le segment. Un tel segment n’admet, par conséquent, 
qu’une seule intersection par une parallèle à lun des axes. 
’armi les lignes de discontinuilé pourront figurer, en outre, le 
cas échéant, des segments de parallèles aux axes. Quant aux 
points de discontinuité, ils peuventêtre disséminés sur ces lignes 
ou les remplir entierement ; il peut donc y en avoir d’isolés. Si 
les points de discontinuité sont isolés, le tracé des lignes de 
discontinuité passant par ces points demeure donc en partie 
arbitraire. 

Dans ces conditions, l’intégrale double conserve un sens 
précis. En effet, d’après le théorème I du n° précédent, linté- 
grale simple (1) est bien déterminée et fonction continue de y, 
sauf éventuellement pour les valeurs exceptionnelles de y qui 
seraient l’ordonnée d’une ligne de discontinuité parallèle à 
l’axe des x. Mais, comme l’intégrale est bornée, on peut faire 
abstraction de ces valeurs exceptionnelles dont le nombre est 
supposé limité, et l'intégrale (1) est une fonction intégrable 
de y dans l’intervalle (b, B). 

L'intégrale double jouit des deux propriétés suivantes, qui 
vont nous permettre d’en transformer la définition. 

1° L’intégrale double est comprise entre les deux bornes 
mk et MR, m et M étant les deux bornes de f(x, y) dans le 
domaine d'intégration, et R l'aire du domaine. 

Ce théorème est celui de la moyenne pour les intégrales 
doubles, dans le cas le plus simple. Il se prouve aisément. Le 
théorème de la moyenne pour les intégrales simples donne, 
en effet, 


A 
m (A — a) < | f(x, y) dx LM (A — a). 


Multiplions ces inégalités par dy, intégrons de b à B et 
remarquons que (A — a) (B— b) = R ; il vient 


dy | 


A 


f(x, y) dx L MR. 


B 


(3) mR < | 


b € 


2° Si l’on partage le domaine d'intégration R en rectangles 
partiels par des parallèles aux axes, l’intégrale dans R sera 
La somme des intégrales étendues aux rectangles partiels. 

IL suffit de prouver ce théorème quand on partage le rec- 


29 
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tangle R en deux autres par une parallèle à OX ou une paral- 
lèle à Oy, car la démonstration s'étend de proche en proche à 
un plus grand nombre de subdivisions. Or cette vérification 
est immédiate. Si l’on partage R par la droite X — p, on a, 
par les propriétés des intégrales simples, 

n A 


os) * À B D "B 1 
| dy | f dx — | dy | AXE | dy | TRE 
D 


b a b «œ b 


et si l’on partage par la droite y — q, on a, de même, 


B A q * A * B A 
| dy | f dx — | dy | f dx + | dy | f dx. 
b a h a d a 
271. Définition d’une intégrale double dans un rectangle 
par des limites de sommes. — Partageons R en rectangles 
élémentaires par des parallèles à chacun des deux axes. 
Désignons les aires de ces rectangles (et, le cas échéant, ces 
rectangles eux-mêmes) par %,, %,... 4. Soient, en général, 
m,; et M; les bornes inférieure et supérieure de f(x) dansle 
rectangle 4. Nous pouvons énoncer la proposition suivante : 
L'intégrale double de f(x, y) dans le rectangle KR est la 
limite commune des deux sommes : 


> M; Ji, à m; is 
R R 


obtenues en décomposant R en éléments rectangulaires 4; infi- 
niment petits dans les deux sens, et en faisant la Somme de 
tous ces éléments multipliés respectivement par les bornes 
supérieure ou inférieure de la fonction dans chacun d'eux. 

est la conséquence des deux propriétés précédentes. En 
appliquant le théorème de la moyenne à l’intégrale étendue au 
rectangle ;, on voit que celle-ci est comprise entre m;7; et Miss. 
D’autre part, par la propriété 2°, l’intégrale dans R est la 
somme des intégrales étendues à tous les v;. Elle est donc 
comprise entre les deux sommes Ÿ m; 4; et 2 M; ;. Pour justifier 
notre proposition, il suffit donc de démontrer que la différence 
de ces deux sommes, à savoir 


(4) È (M; — mi) s, 


a pour limite zéro quand tous les rectangles 4; tendent vers 
zéro dans les deux sens. 


INTÉGRALES DOUBLES 339 


Cette conclusion est immédiate si la fonction f(x, y) est con- 
linue dans R, car on sait alors (n° 32) que les oscillations 
M; — m; décroissent au-dessous de tout nombre donné €, quand 
les rectangles 2; sont suflisamment petits. La somme précé- 
dente tombe alors au-dessous de 822; — eR et elle est, par 
conséquent, aussi petite que l’on veut avec &. 

Cette conclusion subsiste si f(x, y), restant bornée, est dis- 
continue, pourvu que lon puisse enfermer les lignes de dis- 
continuité à l’intérieur d’une aire w aussi petite que lPon 
veut. En effet, les oscillations M; — m; décroissent encore 
au-dessous de € dans tous les éléments 4; situés hors de w (car 
ceux-ci sont intérieurs à un domaine fixe où la fonction est 
continue). La somme des aires des autres éléments lend vers 
w el, par conséquent, la somme des termes correspondants de 
l'expression (4) est aussi petite que l’on veut avec w. La limite 
de cette expression (1) sera donc encore nulle. 

Il y a lieu d’observer que les lignes de discontinuité satis- 
feront à cette dernière condition, si elles se composent de seg- 
ments sur chacun desquels x el y varient constamment dans 
le même sens. Il suffit de s’en assurer pour un seul des seg- 
ments. Or celui-ci, admettant une équation de la forme y — (x) 
où ?(x) est continue, peut-être enfermé dans le domaine com- 
pris entre les deux courbes x = (x) + n, dont l’aire est au 
plus égale à 2% (b — a), donc aussi petite que l’on veut avec r, 
qui est un nombre positif arbitraire. 


272. Théorème de l’interversion des intégrations. Nou- 
velle notation de l’intégrale double. — On peut intervertir les 
variables x et y dans tous les raisonnements du numéro pré- 
cédent. Comme d’ailleurs la définition de l'intégrale double 
comme limite de sommes ne dépend plus en rien de l’ordre 
dans lequel ces deux variables avaient été considérées, on 
obtient le théorème suivant : 

La valeur de l’intégrale double dans le rectangle R est 
indépendante de l’ordre dans lequel on fait Les intégrations, 
c’est-à-dire que l’on a 


* A B B A 
Lax| fan ay = | ay re ax 
(e b D 


L a 
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Dès lors, pour représenter une intégrale double dans le rec- 
tangle R, ilest naturel d'adopter des notations qui rappellent 
à la fois sa définition comme limite de sommes et sa réduction 
à des intégrales simples consécutives. Nous nous servirons 


des symboles suivants : 


\| f(x, y)dR ou \| f(x, y) dx dy. 
R R 


La quantité f(x, y) dR ou f(x, y) dx dy sur laquelle porte la 
double intégration s'appelle lélément de l'intégrale double. 
On voit que dR représente l’élément d'aire 4;, et dx dy est sa 
mesure quand 2; est un petit rectangle de côtés dx et dy. 


273. Intégrale double dans un domaine de forme quel- 
conque. — La définition de l’intégrale double comme limite 
de sommes s’étend, sans difficulté aucune, au cas d’un 
domaine D, limité par des courbes quelconques soumises aux 
mêmes restrictions que les lignes de discontinuité (n° 270). 

Considérons une fonction f(x, y) continue dans ce domaine, 
ou, plus généralement, bornée et ayant des lignes de discon- 
tinuité soumises aux conditions requises. On peut, par deux 
systèmes de droites parallèles aux axes, décomposer D en 
éléments 2; infiniment petits. Tous ces éléments d’aire seront 
rectangulaires, sauf sur le bord du domaine. Soient M; et m; 
les bornes supérieure et inférieure de f(x, y) dans ;. La défini- 
tion de l'intégrale double dans D est fournie par le théorème 
suivant : 

Les deux sommes étendues à tous les éléments 4; de D : 


(1) 2 M; ©, 2 M; di, 
D D 


tendent vers la même limite quand les éléments +; décroissent 
indéfiniment dans les deux sens. Cette limite commune est 
l’intégrale double de f(x, y) dx dy dans le domaine D et elle 
se représente par les notations 


| | LOC) OVER GT | | (26) LL 
D D 
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En effet, cette limite se ramène à une intégrale double dans 
un rectangle. Circonscrivons au domaine D un rectangle R 
dont les côlés soient parallèles aux axes. Soient a et A les 
abscisses extrêmes, D et B les ordonnées extrêmes de ce 
rectangle. Appelons f(x, y) une fonction égale à f(x, y) en 
tout point de D et à zéro en dehors de D. Les discontinuités de 
cette fonction seront soumises aux conditions présupposés, de 
sorte que l'intégrale double de f,(x, y) dans R est bien déter- 
minée. Partageons R en éléments rectangulaires infiniment 
petits #;, ce qui fournira, en même temps, le mode de partage 
de D. Formons, pour la fonction f, et pour le rectangle R 


entier, les deux sommes : 


(2) D M: Lis 2 m;;, 
R R 


analogues aux sommes (1) du théorème qui nous occupe, mais 
qui ont pour limite l'intégrale de f, dans R. Les termes relatifs 
aux éléments 2; situés hors de D sont nuls, ceux qui sont rela- 
tifs aux éléments 2; situés dans D sont les mêmes dans les 
sommes (2) que dans les sommes (1). Les sommes correspon- 


dantes Ÿ et Ÿ ne different donc, en réalité, que par les termes 
D R 


relatifs aux éléments 4; touchés par la frontière du domaine D. 
Mais comme la somme de ces éléments, donc de ces termes, 


tend vers 0, les sommes Ÿ et © ont la même limite. Il vient 
D R 
ainsi, comme nous l'avons annoncé, 


| | rex y) dx dy = | LÉ (x, y) dR. 


274. Réduction de l'intégrale double aux intégrales sim- 
ples. — L'intégrale double dans le domaine D peut aussi se 
réduire à des intégrales consécutives par rapport à x et à y. 

On a, en effet, d’après ce qui précède, 


A 


» B A B , 
Tres ax dy=| ay lrenax = ax nes » dr. 
D D a A1#4) 


«a 


Supposons, ce qui est un cas très fréquent, que le contour 
du domaine D ne soit coupé qu’en deux points par une paral- 
lèle à l’axe des x ou par une parallèle à lPaxe des y. Alors, 
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pour chaque valeur de x entre «a et À, y varie entre deux 
valeurs y, et y, fonctions de x ; de même, pour chaque valeur 
de y entre het B, x varie entre deux valeurs x, et x, fonctions 
de y. On peut, dans les formules précédentes, supprimer les 
intervalles d'intégration où f, est nulle, et, comme f,= f dans 
les intervalles restants, il vient 
1e Que x, A ve 
| | f(x, y) dx dy — | dy | f(x, y) dx = | UN | f(x, y) dy. 
JJID b x a J y 
Il 1 
Plus généralement, quel que soit le contour du domaine D 
a) y y 


on peut écrire la formule de réduction sous la forme 


| | CCI) TETE | dy | [(X, y) dx — | ax | LUXE) LE 
JJED J . q 


Mais il faut interpréter ce résultat comme il suit : 

Supposons qu’on intègre d’abord par rapport à x, puis par 
rapport à y. Considérant y comme constant, on intègre par 
rapport à x dans tous les intervalles où f, = f, c’est-à-dire 
dans tous ceux qui fournissent, pour cette valeur de y, des 
points (x, y) du domaine D. En d’autres termes, l’intégra- 
tion par rapport à x s’étend à la section du domaine D par la 
droite d’ordonnée y. Le résultat est une fonction de y, que 
l’on intègre ensuite par rapport à y entre les limites extrêmes 
du domaine D. 


275. Propriétés de l’intégrale double. — [° Soient D l’aire 
du domaine d'intégration, M et m Les bornes supérieure et 
inférieure de f(x, y) dans le domaine D ; on 4 


MD $ \| FX) dDEEETIL D} 
D 


En effet, l'intégrale double est la limite commune des deux 
sommes 2M;7; et Em;s;, toutes deux comprises entre MY, et 
mÜs, c’est-à-dire entre MD et mD. C’est là une nouvelle 
forme, un peu plus générale, du théorème de la moyenne. 

2° Si l’on décompose le domaine D en plusieurs parties par 
des transversales, l'intégrale dans D est la somme des inté- 
grales prises dans chaque partie. 
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Nous pouvons supposer, dans la démonstration, qu’on ait 
décomposé D en deux parties seulement D’ et D” par une 
transversale, car le raisonnement s'étend de proche en proche 
aux autres cas. 

Couvrons alors D d’un réseau à mailles rectangulaires 0; 
comme précédemment, et considérons la somme ÈM;z; qui a 
pour limite lintégrale dans D. Abstraction faite des élé- 
ments 4; touchés par la transversale, elle se compose des deux 
sommes qui ont pour limites les intégrales dans D’ et dans D”. 
Mais les éléments touchés par la transversale donnent des 
sommes qui tendent vers zéro. On ne commet pas d’erreur en 


les négligeant, ce qui prouve le théorème. 


276. Généralisation de la définition d’une intégrale double. 
— Soit D un domaine d’intégration. Décomposons-le par des 
transversales droites ou courbes en éléments d’aires bien 
déterminées z,. Soient m; et M; les bornes de f(x, y) dans 4; : 

L'intégrale double de f(x, y) dans l'aire D est la limite 
commune des deux sommes 


D Mc, > Mit, 


étendues à tous les éléments de l’aire D, quand tous les élé- 
ments s; décroissent indéfiniment dans tous les sens. 

Ce théoreme se démontre exactement comme celui du n° 271, 
sauf qu’il faut utiliser les deux propriétés énoncées au numéro 
précédent qui généralisent celles du n° 270. 

On peut encore modifier la définition comme il suit : 

L'intégrale double de f(x, y) dans D est la limite de la 
somme 


D 1(EA Ti) Lis 


qui s'étend à tous les éléments a; de l'aire D et où &;, n: est un 
point arbitraire de s;, quand tous ces éléments décroissent 
indéfiniment dans tous les sens et que leur nombre augmente 
indéfiniment. 

En effet, f (6, ni) est compris entre m; et M; ; par conséquent, 
la somme considérée dans ce nouvel énoncé est intermédiaire 
entre les deux sommes de l’énoncé précédent. 
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277. Théorème de la moyenne. Si la fonction &(x, y) ne 
change pas de signe dans le domaine D, et si la fonction f(x, y) 


est comprise entre les limites m et M, l'intégrale 


|| res #9 #0, ») ax dy 


sera comprise entre les deux expressions suivantes : 


m | | o(x, ÿ) dx dy, M | | D(X V) dx AY: 
D J D 


J 


est en cela que consiste le théorème de la moyenne, qui 
est l’analogue du théorème correspondant sur les intégrales 
simples et dont Ja démonstration est tout aussi immédiate. 


278. Intégrales triples. — Les considérations précédentes 
s'étendent à trois variables indépendantes x, y, z et l’on est 
ainsi conduit à la notion des intégrales triples. Nous nous 
contenterons d’énoncer les résultats, les démonstrations se 
faisant comme pour les intégrales doubles. 

Faisons varier le point x, y, 3 dans un prisme rectangu- 
laire R, borné par les valeurs a et À de x, b et B de y, cet C 


de 3. Soit f(x, y, z) une fonction continue de x, y, 3 dans ce 
domaine, ou, plus généralement, une fonction bornée dont les 
points de discontinuitlé, isolés ou non, se répartissent sur un 
nombre limité de surfaces planes ou courbes appelées surfaces 
de discontinuité. Les surfaces courbes sont d’ailleurs soumises 
à certaines restrictions. Il faut qu’en les coupant par un plan 
parallèle à l’un des plans coordonnés, le système de lignes de 
discontinuilé qui en résulte satisfasse aux conditions imposées 
jusqu'ici à ces lignes dans le plan de deux variables. 

Ceci posé, formons lexpression, bien déterminée : 


A B C 
(1) | dx | dy | CC rY, R) de 


a “b 
qui résulte de trois intégrations consécutives, la première par 
rapport à 3 en considéraut x, y comme constants, la deuxième 
par rapport à y en considérant x comme constant, la troisième 
par rapport à x. Cette expression est une intégrale triple 
étendue au volume ou au domaine K. 
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On peut la définir aussi comme une limite de sommes : 
L'intégrale triple de f(x, y, z) dans R est la limite com- 
mune des deux sommes 


D Midi, D Ms, 


obtenues en décomposant le domaine R en éléments «de 
volume prismatiques et infiniment petits, 4;, par trois systèmes 
de plans respectivement parallèles aux plans coordonnés, 
el en faisant la Somme de tous ces volumes élémentaires, 
multipliés respectivement par les bornes inférieure m; el 
supérieure M; de f(x, y, 3) dans chacun d'eux. 

L'ordre des variables n'intervient plus dans cette définition, 
d’où le théorème suivant : | 

Si l’on intègre successivement une même fonction f(x, y, 23) 
par rapport aux trois variabies x, y, 3 entre des limites con- 
stantes, le résultat ne dépend aucunement de l’ordre dans 
lequel on effectue ces trois intégrations. 

La définition de l’intégrale triple s'étend aussi à un volume 
(V) limité par une surface fermée de forme quelconque qui en 
fait la frontière, Toutefois, pour que la théorie précédente des 
intégrales doubles se généralise, il faut assigner à cette fron- 
tière des restrictions analogues à celles que nous avons impo- 
sées aux surfaces de discontinuilté. Supposons que l’on coupe 
le domaine (V) par un plan parallèle à l’un des plans coor- 
donnés, par exemple par le plan d’ordonnée 3 ; les points du 
domaine (V) qui appartiennent au plan 3 forment un domaine 
à deux variables x, y, que l’on appelle la section du domaine 
(V) par le plan 3. Il faut admettre que le contour de cette sec- 
tion satisfait aux conditions que nous avons imposées précé- 
demment à la frontière d’un domaine à deux variables, et 
faire la même hypothèse pour toute autre section parallèle à 
l’un des plans coordonnés. 

L'intégrale triple de f(x, y, z) dans un domaine (V) de 
forme quelconque est la limite commune des deux sommes 
EM;7; et Emis; que l’on obtient en décomposant, par des sur- 
faces quelconques, (V) en. volumes 2; infiniment petits en tous 
sens et en faisant la somme de ces éléments »; multipliés 
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respeclivement par les bornes supérieure M; et inférieure mi 
de f(x, y, =) dans chacun d’eux. Cette limite se désigne par 


(2) | | | RÉ AR CU Ne DE 
y 


Cette intégrale serait aussi la limite de la somme EX f(Ë;, ni, 8) 
étendue aux mêmes éléments en choississant arbitrairement 
dans 4; le point (6;, ni, G). 

Si l’on partage le volune (V) en plusieurs autres, l’intégrale 
triple dans (V) est encore la somme des intégrales étendues à 

D 
chacun des volumes partiels. 
Le théorème de la moyenne s'étend aux intégrales triples. 
[e) 
Nous en énoncerons seulement le cas particulier suivant. Si 
l’on désigne par V la mesure du volume d'intégration (V), et 
par w une valeur moyenne de f dans ce domaine, on peut 


écrire 
(3) | | | [CS M, 2) dX ANTENNES 
JAN 


En particulier, si f = 1, il vient 


(4) = | | | dx dy dz, 
ARE 


ce qui donne l’expression générale d’un volume sous forme 
1 $ 


d’intégrale triple. 


279. Réduction des intégrales triples aux intégrales sim- 
ples. — Considérons l’intégrale étendue à un volume (V) de 


forme quelconque 
| | | HR Arr AU ES 
JV 


Cette intégrale se ramène aisément à une autre prise dans 
un prisme. Soient a et À les valeurs extrêmes de x, b et B 
celles de y, c et C celles de 3 dans le domaine (V). Le prisme R 
borné par ces trois couples de valeurs contient le domaine (V) 
et lui est circonscrit. Donc, si l’on désigne par f, une fonc- 
tion égale à f en tout point de (V}) et à zéro en dehors, on a 


| | | f(x, y, 2) dx dy dz — | | | UNS VIRE MUC EURE 
R 


V 
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L'intégrale dans R se calcule par trois intégrations simples 
consécutives, effectuées par rapport à x, y, 3 dans un ordre 


arbitraire, par exemple le suivant : 


A Bb C 
| dx | dy | TAUX, Y, 2) dz: 


t Dh e 


On peut remplacer cette intégrale par une autre portant sur 
la fonction f. Il suffit, pour cela, de réduire les intervalles 
d'intégration à ceux dans lesquels f = f,. 

Mais ceci demande un peu d’attention. Si le point (x, y, 3) 
arie dans le volume (V), le point (x, y) varie dans une aire D, 
du plan x, y, qui est la projection de (V) sur ce plan et dont 
le contour C, est le contour apparent de (V) sur ce même plan. 

Supposons que la surface qui limite (V) ne soil rencontrée 
qu’en deux points par une parallèle à l’axe des 3. Les coor- 
données x, y de cette droite devront appartenir à D, pour 
qu’il y ait intersection, et les ordonnées 2, et 3, des deux 
points d’intersection seront des fonctions continues de x, y 
dans D,. Comme f, est nulle hors de D et, par conséquent, 
hors de l'intervalle (z,, 3,), l'intégrale (5) peut se réduire à 


\ : & » 
(6) \| dx dy | fdz. 

D z 

1 Il 
Supposons que le contour apparent C, du volume (V), lequel 
limite l’aire D, dans le plan xy, ne soit rencontré qu’en deux 
points par une parallèle à l’axe des y. Les ordonnées y, et y, 
de ces deux points seront des fonctions continues de x entre & 
et A, et la réduction de lintégrale double dans D, nous 
donnera la formule de réduction de l'intégrale triple, à savoir 


A F 3 
(1) | ax ay | da. 
a #) 3, 

C’est la formule cherchée. La premiere intégration se fait 
par rapport à 3 (pour x et y constants) sur la section du 
volume (V) par la droite x = x, y — y ; la seconde se fait par 
rapport à y (pour x constant) sur la section par la droite 
x = x de la projection de (V) sur le plan xy ; la troisième se 
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fait par rapport à x sur la projection du volume (V) sur l'axe 
des x. 

Cette regle s'applique au cas général ; la seule différence est 
que ces diverses sections peuvent se composer d’un nombre 
plus ou moins grand et même variable d’intervalles distincts. 


On écrira, dans tous les cas, les limites restant à fixer, 


(S) \\| [ dx dy dz — | dx | dy | [ dz. 
I JESAVI 


La formule (6), qui nous a servi d’intermédiaire pour arri- 


\ 


ver à la formule (7), ramène le calcul de lintégrale triple à 
l'intégration double d’une intégrale simple. On peut encore 
procéder autrement. Si l’on coupe le volume (V) par un plan 
normal à Ox et d’abscisse x intermédiaire entre «a et À, les 
coordonnées y, 3 d’un point de la section varient dans un 
domaine S; à deux dimensions que l’on appelle aussi la sec- 
tion du volume (V) par le plan x. Si l’on attribue cette valeur 
à x, la fonction f, est donc nulle hors de S+. La formule (5) 
peut ainsi se réduire à 


A 
(9) | x | | f dy dz. 
a S 


Ja JD x 

La réduction de l'intégrale double dans Paire S; ramènerait 
encore à la formule (8). 

On pourrait évidemment changer l’ordre des intégrations 
dans la formule (8), mais il faudrait généralement changer les 
limites des intégrales simples successives. La maniere de 
déterminer ces limites résulte, dans tous les cas, des considé- 


rations qui précèdent. 


280. Intégrales multiples d’ordre quelconque. — En super- 
posant des intégrations par rapport à quatre, cinq,... n varia- 
bles indépendantes, on forme des intégrales quadruples, 
quintuples,.. n-uples. Les théories précédentes se généralisent 
d’elles-mêmes. Ces intégrales multiples d’ordre quelconque se 
rencontrent fréquemment en théorie, mais elles ne figurent le 
plus souvent dans les raisonnements que par leur définition 
el il est rare qu’on ait à les calculer. Il suffit donc, pour le 


moment, d’en signaler existence. 


LI 
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S 2. Formule de Green dans le plan. 


Déterminants fonctionnels. Changement de variables 


281. Formule de Green dans le plan. — Green a fait usage 
d’une formule importante, qui ramène une intégrale double à 
une intégrale curviligne et à la- 
quelle on a donné son nom. Nous 
allons la faire connaître. 

Considérons un domaine D limité 
par un contour fermé GC. Suppo- 
sons d’abord que ce contour 
(fig. 11) se compose de deux arcs 
de courbes RS et PQ et de deux 


parallèles à Paxe des y, RP et SQ. 

Les ordonnées y, et y, (y, > Y.) des deux courbes sont sup- 
posées fonctions continues de x dans l’intervalle (a, A) corres- 
pondant aux deux ares considérés. Nous admettons d’ailleurs, 
comme cas particulier, que les deux arcs puissent se rejoindre 
par leurs extrémités, auquel cas l’une des droites du contour C 


ou toutes les deux disparaitront. Soit alors P(X, y) une fonc- 
) 


tion continue et uniforme ainsi que sa dérivée dans le 


domaine D. On a, par la formule du n° 274, 


dP "A Ys dP CS A 
— dx d =) ax —dy=| P(x, y dx —| P(x, y) dx. 
| fe dy J a dy Le # ( | \ 1) _ ( n ) 


Y. 

Ces deux dernières intégrales simples sont des intégrales 
curvilignes : la premiere est effectuée sur l'arc PQ, la seconde 
sur l’arc RS. Il vient donc 

dP 
\| —— dx dy — — | P ax —| RIT 
D dY oP RS 
Or je dis que ce résultat peut encore s’écrire 
dP 
\| EL boGhe ee À P ax. 
D dy JG 

En effet, quand on suit le contour C dans le sens direct, on 

parcourt successivement les deux arcs RS et QP et les deux 
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droites SQ et PR ; mais, l’intégrale étant nulle sur ces deux 
droites, il n’y a pas lieu d’en tenir compte. 

La formule précédente s’étend sans peine à une aire D 
entourée par un contour C de forme quelconque, pourvu que 
ce contour satisfasse aux conditions habituelles. En effet, on 
peut alors par des transversales décomposer D en morceaux D, 
D,... limités par des contours semblables à celui sur lequel 
nous venons de raisonner. L'intégrale double dans chaque 
morceau se ramène à une intégrale curviligne. En faisant la 
somme de ces intégrales doubles, on obtient l’intégrale dans D. 
D'autre part, la somme de ces intégrales curvilignes se réduit 
à l’intégrale sur C, car celles sur les transversales dispa- 
raissent. En effet, chaque transversale est parcourue deux 
fois en sens contraires suivant qu’on la considère comme 
frontière de lun ou de l’autre des deux morceaux qu’elle 
sépare, et les deux intégrales correspondantes se détruisent. 

Soit maintenant Q(x, y) une autre fonction, continue dans 


. . . REC , 20 x 
l'aire D ainsi que sa dérivée Sd la formule 


LA 


s'établit comme la précédente. En retranchant les deux équa- 


tions l’une de lautre, il vient enfin 


\| 20 mur dx dy | P dx + Q dy. 
D 5 dy i G “ 


C 
Telle est la formule de Green. Elle ramène le calcul de lin- 
tégrale double dans l’aire D à celle d’une intégrale curviligne 
effectuée sur le contour de cette aire. 
Posons, en particulier, Q = x et P = — y ; il vient, D étant 


la mesure de l'aire, 


| (x dy — y dx) — 2 \| dx dy = 2D. 
C D 


C’est l’une des formules qui expriment Paire D intérieure au 
contour C par une intégrale sur le contour (n° 251). Les deux 
autres : 


D — — | y dx — | DIV 
C C 


s’obtiennent en posant Q = 0, P = — y ou Q = x, P = 0. 
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282. Déterminant fonctionnel ou jacobien. — Soient u, 6 
deux variables indépendantes ; x, y deux fonctions de ces 


variables : 


X = vu, V), Na d(u, (), 


continues ainsi que leurs dérivées partielles premieres. Le 


déterminant 


OX OX 

du d6 
es dY dy 

du do 


se nomme déterminant fonctionnel ou jacobien de x, y par 
rapport à u, 6. Il se représente par l’un des symboles : 


(x, Y) d(x, y) d(x, Y) 
(Du) d(u, v)° d(u, ©)” 


qui rappellent la notation des dérivées. Et, en effet, nous 
allons voir que le déterminant fonctionnel possède des pro- 
priélés analogues à celles de la dérivée. Nous signalerons les 
suivantes : 

I. Les variables u, 0 peuvent être elles-mêmes des fonctions 
de deux nouvelles variables indépendantes u', ’, admettant 
aussi des dérivées partielles continues, auquel cas on a 


DNA X dx du XIE IX xUP OE 
du do! du dw dv dw du dv! M OSEe 26" 
dy dy | |2dy du dy dP dy du dy dv 
du dv! UE NET OT NET DIET NE TMLUNE TRE TT 


et, d’après la regle de la multiplication des déterminants, 


JÉCRA(ed(u 0) 
COL, vu, 107) 


Cette formule est analogue à celle de la dérivation des fonc- 
tions de fonctions. On l’utilise aussi sous la forme 


d(x, y) __ d(x, y) , d(u, +) 
d(u, Ÿ) d(u,v)  d(w,v) 
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IT. Quand uw = x et o’ = y, la formule précédente devient 


dx, y} = 1 d(u, ©) 
(US) RTS AR 


Donc le jacobien de x, y par rapport à u, + est l’inverse de 
celui de u, 6 par rapport à x, y, ce qui rappelle la régle de 
dérivation des fonctions inverses. Cette regle suppose lexis- 
tence des fonctions u, + inverses de x, y. Mais on peut s’en 
assurer par le théorème suivant : 

IIT. Si les fonctions x, y prennent les valeurs x,, y, au point 
U,, Ÿ, et que leur jacobien J ne s’annule pas en ce point, réci- 
proquement u, 6 sont des fonctions de x, y continues dans le 
voisinage du point x,, y, et prenant les valeurs u,, 4, au 
point x,, y,. Ces fonclions sont univoques et admettent des 
dérivées partielles (n° 122). 

IV. Voici une regle qui généralise celle de dérivation des 
fonctions composées. Soient x et y deux fonctions de £, r, © : 


Eire o(s, Ti, Ch M EE U(É, Ti, SE 


Si 5, n, S dépendent de deux variables u, Ÿ. Proposons-nous 
d’en calculer le déterminant. fonctionnel 


__ d(x, y) 
d(u, +). 


Nous allons démontrer que lon'a : 


_d(x, y) dE, n) , d(x, y) d(n, 9) . d(x, y) d(, 9) 
Mo d(En) d(u,v) din, L'id(urv) ee Ed ER 


() J 


Remplacons d’abord, dans J, x seul par (6, n, 6), donc 
> ) ) PLAINES ) 
dx DLAUQE : À 
NPA + etc. Ce déterminant se décompose en une 
u 6 du 


somme d’autres : 


d(x, Y)e dx dE, y) DNA TS EN) DL (CT) 
d(u, +) 26 d(u,v) dn d(u,®) d AT ON 


C’est une expression linéaire des déterminants fonctionnels 
de (6, y}, (n, y), (, y). Remplaçons maintenant dans ceux-ci y 
par d(6, , ©) ; ils vont s’exprimer à leur tour linéairement au 
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moyen de ceux de (6, n), (n, ©), (6, Ë), car ceux de (6, £),... sont 
nuls. Or on voit immédiatement que les termes qui renferment: 
le déterminant fonctionnel de (6, ) sont 


d%x 2Y dE, 1) dx 0 y (1€) 
d6 On d(u,v) on VENU, 0) 


ce qui prouve la formule (1), car cette somme revient à 


LUNA EU (EE 


dé, n) du, +) 


La définition du jacobien s’étend à un nombre quelconque 
de fonctions x,, X,.... x, du même nombre de variables indé- 
pendantes; U.,...Ur-tOnpose 


0x, dx 


du du 
] n 2 P A pe 
(EC X 99... 7) 
J ——= Ca ... CE ee I ) " 
au HESosonU 
DES Le nn ; 
du, dU 


Les propriétés [, IT, IIT et IV se généralisent d’elles-mêmes. 


283. Correspondance de deux aires : uniforme, directe ou 
inverse. Calcul d’une aire en coordonnées curvilignes. — 
Rapportons les variables u, 6 à deux axes rectangulaires Ou 
et Ov ; les variables x, y à deux axes rectangulaires Ox et Oy. 
Les formules 


x = eu, v), y — (u, v), 


dans lesquelles z et Ÿ vérifient les conditions du n° précédent, 
établissent un certain mode de correspondance entre les points 
du plan uv et ceux du plan xy. Nous supposerons qu’elles 
font correspondre les points d’une aire D’ intérieure à un con- 
tour C’ dans le plan xy à ceux d’une aire D intérieure à un 
contour C dans le plan uv. 

La correspondance sera uniforme si à tout point de D cor- 
respond un point de D’ et un seul, à tout point de D’ un point D 
et un seul. En d’autres termes, elle sera uniforme si à tout 
contour fermé décrit par le point (u, v) correspond un contour 


23 
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fermé décrit par le point (x, y) et réciproquement. Il est clair 
que les contours C et C’ des deux aires se correspondront 
alors en particulier. 

La correspondance est directe si les points correspondants 
(u, v) et (x, y) décrivent les contours fermés dans le même 
sens (direct ou rétrograde) ; elle sera inverse si les sens des 
parcours sont opposés pour ces deux points. Cette définition 
suppose évidemment que le mode de correspondance soit le 
même quels que soient les contours fermés considérés. 

Supposons que le déterminant J ne change pas de signe 
dans Paire D et que la correspondance des deux aires D et D’ 
soit uniforme. Proposons-nous d’évaluer l'aire D’ par une inté- 
grale étendue à D. A cet effet, nous allons nous appuyer sur 
l'expression connue (n° 281) de l'aire D’ par une intégrale cur- 


viligne : 
Dr x dy. 
C’ 


Celle-ci se réduit à une intégrale ordinaire en considérant u, 
v et, par suite, x, y comme des fonctions d’une variable indé- 
pendante { qui varie de {, à T quand le point u, © décrit le 
contour GC, et le point correspondant x, y le contour C/. Nous 
supposerons que le point x, y décrit C’ dans le sens direct, 
alors on aura 


UV ROUTE dy dv 
D'EVENE NE Pr LEE 
\ Dé: J |, ct . |, | du dt 4 d a) it 


| 
À 


La dernière intégrale est la transformée en t de l’intégrale 
curviligne sur C 


dy dY . 
€ | du + Bi dv) 


où € désigne l’unité positive ou négative, à savoir + 1 si le 
contour C est parcouru dans le sens direct, — 1 s’il est par- 
couru dans le sens rétrograde. 

Cette intégrale est encore égale à D’ et nous allons la trans- 
former par la formule de Green. Posons 


dV dY 
P = 9 ——-, == LE 
de du Q + de 
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U 


du d0 


d’où, en supposant l’existence et la continuité de 


dQ dP- 2x dy DK VERS 
du de du de JOLIE 


il viendra 


+ SANTE à 
D'= «| (P du + Q do) = «|| | RCE JS 
C D 


ou du 


}du do = | | eJ du dv. 
D 


Observons que D’ est positif et que J ne change pas de 
signe ; il s'ensuit que &J = | J | et, par conséquent, 


D'— \| | J | du dv. 
D 


C’est la formule que nous voulions obtenir. La démonstra- 
tion que nous venons d’en donner est due à M. Goursat. 

La quantité |J | du dv sous le signe d’inltégration s'appelle 
l'élément de l’aire D’ dans le système de coordonnées curvi- 
lignes u, 6. La formule précédente est la formule générale 
pour la quadrature des aires planes en coordonnées curvi- 
lignes. 

Remarque. — Puisque eJ est positif, il faut en conclure que 
e = + 1 ou — Î suivant que J est positif ou négatif, donc les 
points (u, 6) et (x, y) décrivent les contours GC et C’ dans le 
même sens ou dans des sens contraires suivant que J est 
positif ou négatif. Comme les mêmes raisonnements peuvent 
se faire sur une portion quelconque de l'aire D’et, par suite, 
sur un contour quelconque, il s'ensuit que la correspondance 
des aires D et D' est directe ou inverse suivant que J est posi- 
tif ou négatif dans l’aire D. 


284. Théorème. 
u, v ne s’annule pas dans l’aire D, si, de plus, le point (x, y), 


Si le jacobien J de x, y par rapport à 


lié à (u, +), décrit dans son plan un contour simple C! quand 
(u, +) décrit Le contour C de l’aire D, les aires D et D’ respec- 
tivement intérieures à C et à C’ se correspondent uniformé- 
ment. 

Désignons provisoirement par À le domaine du point x, y 
quand n, 6 varie dans le domaine D. Nous allons montrer 
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d’abord que À ne peut avoir d’autre frontière que (, et pour 
cela, que tout point x,, y, qui correspond à un point u,, 6, de 
l’intérieur de D est lui-même intérieur à À. À cet effet, remar- 
quons que, J n'étant pas nul, on peut appliquer le théorème 
d'existence des fonctions implicites (n° 122) : u et 6 sont fonc- 
tions continues de x et y et varient dans le voisinage de u, et v,, 
donc à l’intérieur de D, quand x et y varient dans un cercle 
suffisamment petit autour de x,, y, ; donc ce cercle suffisam- 
ment petit fait partie du domaine À et son centre est inté- 
rieur à À. 

Le domaine À ayant ( pour unique frontière et ne pouvant 
s'étendre à l'infini, ne peut être que la partie D’ du plan inté- 
rieur au contour C/. Donc les aires D et D’ se correspondent. 

IL est clair que le point x, y décrit un contour fermé si u, © 
en décrit un. Pour établir l’uniformité de la correspondance, 
il reste à montrer que u, © décrit aussi un contour fermé en 
même temps que x, y. 

Supposons, par impossible, qu’une ligne L qui joint deux 
points distincts u,. 6, et u,, Ÿ, de Paire D ait pour correspon- 
dante dans D’ une ligne fermée L/ partant du point x,, y, ety 
revenant. Nous allons montrer qu’il y a là une contradiction. 

Puisque J ne s’annule pas, les variables x, + sont fonctions 
continues et uniformes de x, y dans le voisinage de tout point 
de la ligne [/, de sorteque, si l’on déforme I/ d’une maniere 
continue, la ligne correspondante L se déforme aussi d’une 
manière continue. On peut par une déformation continue 
réduire la ligne L/ au seul point x,, y,, sans en changer les 
extrémités qui coïncident en ce point. Donc la ligne L devrait 
se réduire en même temps à un seul point, ses extrémités 
restant fixes aussi (à cause de l’uniformité des fonctions), 
chose impossible puisque ces extrémités sont distinctes. 


285. Changement des variables dans les intégrales dou- 
bles. 
l’aire D’ considérée au n° 283. Formons l’intégrale de f dans 


Soit f(x, y) une fonction de x, y, intégrable dans 


cette aire et proposons-nous de changer de variables par les 
relations x — o{u, 6), y — d(u, ve) du même numéro. Le pro- 
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blème consiste à remplacer lPintégrale dans D’ par une autre 
équivalente effectuée par rapport à u,.v dans l'aire D. Il se 
résout par la formule 


D RÉSISTER | ls f(e, L) | J | du dv. 


Nous allons la démontrer en suivant la méthode de M. Gour- 
sat. Décomposons l'aire D en éléments infiniment petits 4; par 
des transversales, l'aire D'en éléments infiniment petits 4/; par 
les transversales qui correspondent aux précédentes. Soient 
m; el M; les bornes de f(x, y) dans 5; ou (ce qui est la même 
chose) de f(v, L) dans «x; il vient, par le théorème de la 
moyenne (n° 271), 


CAE 


mn, \| Jjdu as < || 1 | f(e, d) du do <Mi|| | J | du dv. 
73 Li 

Les deux membres extrêmes ont respectivement pour 

valeurs mia; et Mis par la formule du n° 283. Donc, si l’on 

somme toutes les inégalités comprises dans les précédentes 


par la variation de lindice à, il vient 


Emi <| | J | f(e, L) du de << EM. 
D 


Or les deux membres extrêmes, par définition, ont pour 
limite commune lintégrale de f(x, y) dans D’. Cette intégrale 
est donc égale au terme du milieu, ce que nous voulions 
démontrer. D’où la règle suivante : 

Pour changer de variables dans une intégrale double, il 
faut remplacer x et y par leurs valeurs en fonctions des 
nouvelles variables u, Ÿ, et l'élément d’aire dxdy par lélé- 
ment d’aire dans le système de coordonnées u, Ÿ. On rem- 
place le domaine d'intégration relatif à x, y par celui qui lui 
correspond dans le plan uv. 


C’est un 
cas particulier de la transformation générale précédente. Le 


286. Transformation en coordonnées polaires. 


passage des coordonnées rectangulaires aux coordonnées 
polaires se fait par les formules 


X = COS, MR UTISiN Ce 
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Le jacobien a pour valeur 


= COS r sin DIEU. 


sin © r COS © 


i 


L’élément d’aire en coordonnées polaires est, par conséquent, 
r dr de. La formule de transformation d’une intégrale par 
rapport à X, y en une autre par rapport à r, #, sera donc 


| | f(x, y) dx dy — | | f(r cos o, r sin o) r dr de, 
D D 
les domaines d’intégration se correspondant. 


EXERCICES 


X “ 
I. Si l’on pose F(X, Y) — | dx | 1CX)) dyson/a 
b 


a 


d*F 


35x27 5 Y). 


Réciproquement, si F satisfait à la seconde équation, on a 
X Y 
| dx | f(x, y) dy = F(K, YŸ) — Fa, Y) — F(X, b) + F(a, b). 
Ja D 
Etendre ces résultats à trois variables. 


2. En considérant une intégrale double dans un triangle, démontrer 


que 


(42 x «a (42 
| dx | f(x, y) dy = | dy | FO). 
0 0 0 y 


3. soit À une région du plan limitée par deux courbes de niveau d’une 
fonction continue f(x, y), c’est-à-dire par deux lignes sur lesquelles f 
garde respectivement les valeurs constantes f; et f, (f, < f,). On sup- 
pose que l’on trace les lignes de niveaux intermédiaires, que toutes ces 
lignes soient fermées et que l’on sache calculer l’aire E comprise dans 
l’intérieur de chaque ligne (f). Soient E, et E, les valeurs de E pour les 
lignes extrêmes, on aura, selon qu’on considérera E comme fonction de f 
ou bien f comme fonction de E, 


E CR Te 
2 Il 
fe =|Ef| —\ Eaf. 
n 1 [. 


7 


L 


Nr 
A 


2 


R. Considérons f comme fonction de E; soit AE la portion du plan 
comprise entre deux lignes succesives de (f) et (f + Af), la valeur de 
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l'intégrale double dans AE est f’ AE où f’ est une valeur intermédiaire 
de f dans AE. Donc, en faisant tendre les AE vers 0, il vient 


E 


| | f(x, y) dx dy = lim Sf' AE — | "FC, Y) dE. 
A E 
1 


4, Coordonnées elliptiques. Considérons les coniques homofocales 


où À est un paramètre arbitraire. Par tout point du plan passent deux 
coniques de cette espèce, une ellipse et une hyperbole, car, pour chaque 
système x, y,cette équation a deux racines positives À et pu comprenant 
entre elles «. Les quantités }, & sont les coordonnées elliptiques du 
point x, y. Montrer que l’on a : 


Ve VA — ce?) (c? — un) 
Er 6 SES ; 
c C 
d(x; y) 1 MENT 
AA) 7 Lin ep) 


Etudier le mode de correspondance des aires situées dans les plans x, 


Met Le 


». Déterminer deux fonctions P et Q de deux variables x et y de façon 
que l'intégrale curviligne 


JPG + a, y + À) dx + Q(x + a, y + É) dy, 


prise le long d’un contour fermé quelconque, soit indépendante des 
constantes % et 6 et ne dépende que du contour lui-même. 
R. Transformant en intégrale double par la formule de Green, on 
dP 2Q 


dy — " doit se réduire à une constance k. Il est facile 


d’en déduire les expressions de P et de Q. 


remarque que 


S 3. Aire d’une surface courbe 


Con- 


287. Définition analytique de l’aire d’une surface. 
sidérons une surface donnée par une représentation paramé- 
trique (ou en coordonnées curvilignes) : 


x = ,(u, 6), Y — Bu, Ÿ), 3 — v,(u, 6). 


Nous supposons la continuité de ces trois fonctions et de 
leurs dérivées premières ; nous posons 


d(y, 3) B er d(3, x) C arr ax: y) 


d(u, v)° d(u, +)” d(u, +) 
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et nous admettons que ces trois déterminants fonctionnels ne 
s’annulent pas simultanément dans une aire Q du plan u, 6. 
Si le point (u, +) décrit l’aire 9, le point (x, y, 3) décrit une 
portion de surface (S). Nous définirons «a priori laire $S de 


cette portion de surface par la formule 
(1) Sie \| NAVARRE Gand 


et nous dirons que l’élément de cette intégrale double, à savoir 


lo JA + B° + C° du dv, 


est l'élément d’aire de la surface (S) en coordonnées curvi- 
Ilgnes u, ©. 

Pour justifier ces définitions, nous montrerons «a posteriori 
que la valeur de $S ne dépend que de la forme de la surface et 
s’accorde avec ce que la notion d’aire peut avoir d’intuitif. 

Il existe entre l’élément d’aire et l’élément d’arc sur la sur- 
face une dépendance qu’il importe tout d’abord de signaler. 
L'élément d’arc a pour expression 


ds? = dx? + dy? + dz? = Edu? + 2Fdu de + Gdv?, 


où l’on a posé 


F OX OX dY dy 33 03 
du dP du de du 


9 


dx” dy” pe n* 
de* d6* d* 


Or on a identiquement 
A? + B?+ C = EG — F*° ; 


il vient donc 
(2) S — || EG — Grau dv. 
Cette nouvelle expression de l’élément d’aire, 
VEG — F° du dv 


dépend uniquement de la forme quadratique ds* exprimée 
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en du, dv. Elle met en évidence que la valeur de $ reste 
invariable dans un changement d’axes rectangulaires, car 
dx? + dy? + dz° ou ds*° n’est pas altéré par cette transforma- 
tion (ni, par conséquent, E, F, G, puisque du et de sont arbi- 
traires). 

La formule (1) est susceptible d’une interprétation géomé- 
trique. Supposons d’abord C différent de zéro dans tout Q. Les 
cosinus directeurs, cos X, cos Y, cos Z de la normale à la sur- 
face sont proportionnels à À, B, C. Comme cos Z ne s’annule 
pas, la normale n’est en aucun point perpendiculaire à OZ et 
nous pouvons la mener dans le sens où elle fait un angle aigu 


avec cet axe. Nous avons alors, le cosinus étant positif, 
[G] 


COS Z = 
VA? + B?+ C* 


Ainsi, la formule (1) prend la forme 


PA Hi 
FN NAS 


Soit D la projection de la surface (S) sur le plan xy. Les 


points de Q, de (S) et de D se correspondent uniformément, de 
sorte que nous pouvons transformer lintégrale précédente en 
une autre étendue à l’aire D du plan xy. Le déterminant de la 
transformation est 


BCAUPROPRCICTROR 
WA(x, 7) ” d(u, +) 


il vient donc 


(3) en | | ax 140 

p COS Z 
Nous avons supposé C Æ 0. Si À ou B ne s’annulait pas, on 
obtiendrait deux autres formules analogues à (3), mais en pro- 
jetant sur l’un des deux autres plans coordonnés. Dans le cas 
général, on peut partager la surface en morceaux sur chacun 
desquels l’un ou moins des trois déterminants n’est pas nul, et 
l’aire totale de la surface est la somme des aires partielles. La 
formule (3) et ses analogues mettent en évidence que la 
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valeur S de Paire ne dépend pas non plus du choix des 
coordonnées curvilignes u, 6 qui sont éliminées de cette 
formule. Elle ne dépend donc que de la forme de la surface. 

Dans des conditions où la formule (3) a été établie, c’est-à- 
dire quand aucun plan tangent à la surface (S) n’est per- 
pendiculaire au plan xy, cette portion de surface peut être 


définie par lPéquation 
INR EN) 


Soient p et q les deux dérivées partielles (supposées conti- 


nues) de 3 par rapport à x et à y, nous avons 


cos Z = 1 : V1 + p° + q°, 


d’où la formule, propre au calcul, 
(4) S — \| V1 + p° + q° dx dy. 
D 


288. Définition synthétique de l’aire d’une surface. — En 
s'appuyant sur les résultats précédents, on peut donner de 
l’aire d’une surface une définition synthétique indépendante 
de toute représentation analytique de la surface. Il faut 
seulement supposer la surface douée d’un plan tangent dont 
l’orientation varie d’une manière continue avec la position du 
point de contact. 

Nous énoncerons d’abord le lemme suivant, qui résulte de 
l’application du théorème de la moyenne à l’intégrale (3) : 

Soit (P) un plan tel qu’il ne soit normal à aucun des plans 
tangents menés & une portion de surface (S) ; l'aire $S de cette 
portion de surface est égale au quotient de l’aire de la pro- 
jection de (S) sur le plan (P) par le cosinus de l'angle que fait 
avec (P) l’un des plans tangents à (S) convenablement choisi. 

Voici maintenant la définition annoncée : 

L’aire d’une portion (S) de surface est la limite de la somme 
des aires des projections de chaque élément sur l’un de ses 
plans tangents quand on partage (S) en éléments infiniment 
petits dans tous les sens. 

En effet, soient : 5; un élément de (S),ol’aire de la projection 
de 5; sur l’un (P;) de ses plans tangents, Z; l’angle infiniment 
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petit de (P;) avec un autre plan (P;) tangent au même élément 
convenablement choisi. On a, par le lemme précédent qui 
s'applique à chaque élement 5,;, 


SM cd CRE lim X,. 
cos Z,; 

En effet, cos Z; tend uniformément vers l’unité pour tous les 
indices et peut être négligé. 

Cette nouvelle définition est indépendante et tout système 
d’axes ; elle ne fait appel qu'aux propriétés intrinsèques de la 
surface et elle s’accorde tout naturellement avec ce qu’il peut 
y avoir d’intuitif dans la notion de l'aire d’une surface. 


S 4. Formules usuelles de cubature et de quadrature. 


Applications 


289. Volumes en coordonnées rectangulaires et semi- 
polaires. — Un solide étant limité en tous sens par des sur- 
faces planes ou courbes, les points de ce solide forment un 
domaine. (V) En axes rectangulaires, le volume V du solide est 
donné par l’intégrale triple (n° 278) 


(1) V = \\| dx dy dz. 
V 


Les intégrations peuvent se faire de différentes manicres : 

1° Sommation par tranches parallèles. Soient «a et À les 
valeurs extrêmes de x dans D. Désignons par S, la section du 
solide par le plan d’abscisse x normal à Ox, ou encore le 
domaine du point y, 3 dans cette section. On a (n° 279) 


A 
Vu | ax ||, dy dz. 


(42 
Mais l’intégrale de dy dz3 représente l'aire (fonction de x) de 
la section S,, de sorte qu’il vient, &(x) désignant cette aire, 
° À 


(2) V = | 2(x)dx. 


(42 


Donc, quand on connaît #(x), la détermination du volume V 
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se réduit à une simple quadrature. Quand on emploie cette for- 
mule, on dit que le calcul du volume se fait par tranches 
parallèles. En effet, l’élément c(x) dx de lintégrale est la 
valeur principale du volume de la trauche du solide comprise 
entre les plans x et x + dx. C’est la formule (2) que l’on à appli- 
quée dans un chapitre antérieur (n° 258). On pourrait en écrire 
deux autres analogues relatives à y et à 3. 

2° Sommaltion par filets prismaiiques. Revenons à la for- 
mule (1) et effectuons une premiere intégration par rapport 
à 3. Supposons que la surface du solide ne soit coupée qu’en 
deux points par une parallèle à Oz, et soient 3, et z, les ordon- 
nées fonctions de x, y de ces deux points. Désignons enfin 
par D, la portion du plan xy sur laquelle se projette le solide, 
portion limitée par le contour apparent de ce dernier. On 
a1(n42414) 


(S) MURS \| dx dy| dz — \| (4=3,) dx dy. 
D, 3, D, 

La détermination de V est ramenée à une intégrale double. 
On dit que la sommation des éléments se fait par filets pris- 
matiques, parce que lélément (3, — z,) dx dy de cette inté- 
grale est la valeur principale du volume d’un filet compris 
dans le solide entre deux plans x et x + dx perpendiculaires à 
Ox et deux autres plans y et y + dy perpendiculaires à Oy. 

La formule (3) se simplifie lorsque le solide, ayant une 
base B dans le plan xy lui-même, est limité latéralement par 
une surface cylindrique parallèle à Oz, et supérieurement 
par une surface 3 = f(x, y). La base B constitue alors le 
domaine D, ; on az, = 0 et 3, = 3 d’où 


(4) V = || sax dy. 


3° Sommalion par filets prismatiques en coordonnées semi- 
polaires. La sommation par filets prismatiques se fait souvent 
au moyen des coordonnées semi-polaires dans l’espace, 3, r et 6, 
ce qui revient à se servir des coordonnées polaires r et 4 dans 
le plan xy. Transformons ainsi l'intégrale (4) : il faut rempla- 
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cer l’élément d’aire dx dy par r dr dÿ (n° 286), ce qui donne 


(5) Ni \| zr dr d\. 
B 
L'intégration s’étend au domaine du point (r,0) dans la 
base B. 
290. Volumes en coordonnées polaires. — Considérons 


comme pôle O l’origine de trois axes rectangulaires OXYZ. En 
coordonnées ‘polaires, un point M est défini par son rayon 
vecteur r (sa distance à l’origne O), par sa latitude 0 (angle de 
OM avec OZ) et par sa longitude's l'angle du demi-plan méri- 
dien ZOM avec ZOX). Quand M décrit tout l’espace, r varie de 0 
à wo, 0 de 0 à x et + de 0 à 27. 

La transformation dans l’espace des coordonnées rectangu- 
laires x, y,z en cordonnées polaires r, ©, 0 revient à deux 
transformations successives de coordonnées rectangulaires en 
coordonnées polaires dans le plan : 

La première transformation a lieu dans le plan équatorial xy 
et se fait par les formules : 


(A) X = p COS, y =psinp, 
o élant la projection de r sur le plan xy ; 


La seconde transformation a lieu dans le plan méridien 3, p 
et se fait par les formules : 
(B) 3 = r Cos , o=r sin Ü. 
La transformation résultante est, en définitive, 
XI SL 0 COS o, y =rsin 6 sin #, AT COSN. 


Pour évaluer un volume 


V — | | | dx dy dz, 


faisons successivement les deux transformations (A) et (B). 
Il vient, par (A), 


V — | dz \| dx dy = | dz \| e dede ; 
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ensuite, en changeant l’ordre d’intégration, il vient par (B) 


VE | de | | o do dz — | de | | or dr dà ; 
et, en éliminant bp par la relation (B), 
(6) V= | | | r® sin Ô dr didz. 


Cette intégrale doit être étendue au domaine du point (r, 0, te) 
dans le volume (V). 
L'expression à intégrer 
r° sinÜ dr dide 


est lélément de volume en coordonnées polaires. Il est facile 
d’en donner l'interprétation géométrique. À cet effet, décom- 
posons le volume(V})en éléments par trois familles de surfaces : 
des sphères de centre O définies par leur rayon r, des cônes 
d’axe OZ définis par l’inclinaison Ÿ de leur génératrice, et des 
plans passant par OZ définis par leur orientation e. L'élément 
de volume en coordonnées polaires est celui qui est compris 
entre les deux sphères r et r + dr, les deux cônes 4 et 4 + db, 
les deux plans + et + +de. En effet, ce volume peut être assimilé 
à un prisme infiniment petit, ayant pour arêtes dr, rdû et 
r sinbde, donc pour volume r° sin 0 dr dû ds. 

Supposons que le rayon vecteur ne coupe la surface du 
solide qu’en deux points. Soient r, et r, les valeurs (fonctions 
de 4, +) de r en ces deux points. Désignons par K le domaine 
de (0, :) dans le solide. On peut effectuer la première intégra- 
tion par rapport à r, ce qui donne 


(7) Va à | | (r5 — ri) sin 6 dide. 

3 JJk 
En particulier, si l’origine est dans l’intérieur du solide et 
que le rayon vecteur ne coupe la surface frontière du solide 
qu’en un seul point, il faut faire r, = 0 dans la formule pré- 
cédente. Il vient, r se rapportant maintenant à la frontière du 


volume, 


27 T 
(8) VE | dz | r sin Ü di. 
0 


0 
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Dans ces deux dernières formules, l’élément de Pintégrale 
double est le volume d’un cône élémentaire compris entre les 
deux cônes { et 4 + dû (de révolution autour de O2) et les deux 
plans © et 2 + d2 (passant par Oz). 

Nous allons donner quelques applications de ces formules. 


291. Sommation par filets prismatiques. Soit à calculer 


le volume compris entre le plan xy, le paraboloïde elliptique 
3 = ax? + 6y*? 
et le cylindre vertical qui a pour base l’ellipse 


x? y? 
RATE RES pi 
ja Le D? 


La base du solide est plane, c’est la portion B du plan xy 
intérieure à cette ellipse. La formule (4) donne 


ee \| sax dy = 2|| x dx dy + || y* dx dy. 
B B B 


v 


Les valeurs extrêmes de x dans B sont — a et + a; les 
valeurs extrêmes de y pour un même x se tirent de l’équation 
de l’ellipse, elles sont 


DIRES EE 
N re A UÈUSE X?, VAT AT Ne 
Il vient donc 


+a re (43 4 b 
| | saxdy=| NEUR | dy=1| NUXE 
B 4 me 0 (42 


2 


œ 
NON EXT 
0 

Par le changement de variables x — a sin #, cette expres- 
sion se ramène à l’intégrale connue (n° 187) 


: . j T 
4 ab| sin*c cos*e de = ab Ai 
0 


w|4 


. Là TC Là . 
L'intégrale de y*dx dy dans B sera ab? gta elle se déduit 


de la précédente par une simple permutation de lettres. Il vient 
donc 


V — D (a? + Bb?) 
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292. Problème de Viviani. Coordonnées semi-polaires. 
On coupe un cylindre circulaire droit indéfini par une sphère 
dont le centre se trouve sur la surface du cylindre et dont le 


rayon, «a, est égal au diamètre de la section droite du cylin- 
dre. Calculer le volume commun à& la sphère et au cylindre. 

Prenons Porigine au centre de la sphère, l’axe des 3 paral- 
lèle au cylindre. La section (droite) du cylindre par le plan xy 
est un cercle passant par l’origine. Menons l’axe des x par son 
centre ; équation de ce cercle sera, en coordonnées polaires, 


li COS 
celle de la sphère sera, en coordonnées rectangulaires, 


2 12 


X EYE is a, 


d’où, en coordonnées semi-polaires, 
ONG 


Cherchons d’abord le volume V commun à la demi-sphere 
située dans la région des 3 positifs et au demi-cylindre situé 
dans la région des y positifs. Ce volume a pour base B dans le 
plan xy la demi-section droite du cylindre dans laquelle 6 


TT 


_h 
rayon r varie dans cette base de 0 à a cos 0. IL vient donc, par 


varie de 0 à —. D’autre part, pour une même valeur de 6, le 


la formule (5), 


So 


. a cos À 3 
V— | | srdrdÿ=\" di | rar er _ t (1 — sind) di 
B 0 0 


3 


Pour obtenir le volume entier commun à la sphere et 


&(E T PAYNE 
_— ( ( 6) dû — nes : 
| (1 — sin 0 + sin 0 cos*h) di 9 3 | 3 


0 


au cylindre, il faut quadrupler ce résultat, ce qui donne 


jee 8 
ed it Q 
es: 9 Sie Le premier terme est égal au volume de la demi- 
sphère. Donc l’excès du volume de la demi-sphère située du 
côté des x positifs sur celui qu’en détache le cylindre, est 
égal au neuvième du cube du diamètre. Cest un exemple 
classique d’une cubature qui se fait exactement (c’est-à-dire 


sans introduire d’irrationnelle). 
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293. Quadrature des aires courbes. Aire du dômé de 
Viviani. — Les intégrales les plus employées pour évaluer 
Paire d’une surface courbe (S) sont celles du n° 287 : 


ra ONLY : : ARE 
(9) s= (| = (| pi Da OXTAEN, 


% « 


étendues à la projection D de (S) sur le plan xy, et celle qu’on 
en déduit par l’introduction des coordonnées polaires r et 
dans le plan xy : 

(10) | s={|| MEN 

p COS Z 

C’est de celle-ci que nous allons nous servir pour évaluer 
l'aire du dôme de Viviani. 

Les données étant les mêmes que dans l'exemple du n° 292, 
il s’agit de trouver l’aire de la portion de surface sphérique 
comprise dans le cylindre. 

Conservons les mêmes axes que précédemment et considé- 
rons seulement la demi-sphère située dans la région des z 
positifs et le demi-cylindre situé dans celle des y positifs. Soit 
S la portion de l’aire de cette demi-sphère comprise dans ce 
demi-cylindre; sa projection sur le plan xy est l'aire B consi- 
dérée au n° 292, de sorte que l’on a 


SG — \| Laye || r dr di 
& L. CORRE PACS ZA 


Ce cosinus s’obtient de suite, car on a 3 = «a cos Z, d’où 


Portons cette valeur dans l'intégrale double ; les limites der 
et de Ô sont les mêmes qu’au 292, il vient donc 


Ge T 
ja: 


D a cos 0 SRE 
s(* ai | = «| G— sin tdi (5 — 1}a 
0 0 


0 | ad — r°? 


Pour obtenir l'aire de la portion de la surface sphérique 
comprise dans le cylindre, il faut quadrupler ce résultat, ce 
qui donne (27 — 4) a°. Le premier terme est égal à l’aire de la 

24 
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demi-sphère. Donc lexcès de l’aire de la demi-sphère située 
du côté des x positifs sur celle que le cylindre en détache, a 
pour valeur 4a?. Donc cette aire est égale au carré fait sur le 
diamètre de la sphére. C’est le premier exemple qu’on ait 
trouvé d’une surface courbe exactement quarrable. 


294. Quadrature des aires courbes en coordonnées curvi- 


lignes. — La formule générale que nous avons établie au 
n° 288, 

47 NV fs] 2 

(11) se Ne VEG — F° du dv, 


est aussi d’un grand usage. Elle ramène, comme {les précé- 
dentes, le calcul de Paire S à une intégrale double. Mais il y a 
trois cas principaux dans lesquels cette quadrature se ramène 
immédiatement à une intégrale simple : 

1° Surfaces engendrées par le mouvement hélicoïdal d’une 
courbe. On appelle mouvement hélicoïdal celui qui se com- 
pose d’une rotation et d’une translation dont les axes coïn- 
cident. Prenons l’axe du mouvement pour axe des x, et soient 
X — œ(u), Y — du) les équations de la section de la surface par 
le plan xy. Lorsque cette section (considérée comme généra- 
trice de la surface) aura tourné de l’angle ©, sa translation 
sera av (a constant) ; le point (X, Ÿ, 0) sera venu en (x, y, 2) 
où l’on a : 


x = X + aŸ, y = Ÿ cos Ÿ, 3 — YŸ sin Ÿ, 
ce qui donne une représentation de la surface en coordonnées 
curvilignes u, v. En accentuantles dérivées par rapportà u, on a 
ds="(X? UV) du? + 2a X'du do EE (NE Par) due 
par suite, 
EG — EF? = Y?'(X7? + Y°) + a°Y”. 
Cette expression ne dépendant que de u, l'intégration par 
rapport à 6 dans la formule (11) sera immédiate. 
2° Surfaces de révolution. Si la translation est nulle dans le 


déplacement précédent, la surface est de révolution. Dans ce 
cas, a = 0 ; d’où l’on conclut 


JEG—F=VYy/xE + Ye. 
| 
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Par conséquent, Paire engendrée par une révolution entiere 
de la section génératrice sera, en appelant s l’arc de cette 


| 


section, 
ÿ ra /%rto …: <xr1r9 2T L À RTS ES 120 < 
S = \) DESSERT ECITE | dv =2r | duVX®+VY=27 \Y ds. 
0 J 


C’est la formule obtenue au n° 260. 
1° Surfaces réglées. Elles sont définies, en coordonnées cur- 
vilignes u, Ÿ, par trois équations : 


X—=a, + b,u, VAS CEMDEU, 3=4€@,;+ bu, 


où les «a, b dépendent de + seul: Désignons les dérivées des &, b 
par des accents ; il vient — 


ds®={[(ai + biu}® + -..] dv? + 2[ai bi + -..] du dv + [bi +-.-]du?. 
On aura donc, M, N, P dépendant de 6 seul, 
EG — EF = M +2Nu + Pu*. 


L'élément d’aire ne contenant que la racine carrée de ce tri- 
nome, nous saurons l’intégrer par rapport à u (n° 154). 


295. Aires limitées par des lignes d’égale déclivité. — 
Appelons lignes d’égale déclivité d’une surface, celles sur les- 
quelles l'angle Z de la normale avec l’axe O3 est constant. 
Dans beaucoup de cas importants, pour les surfaces du second 
degré par exemple, on obtient immédiatement l’aire E de la 
projection sur le plan xy d’une portion (S) de surface limitée 
par des lignes d’égale déclivité. La détermination de Paire S 
ne dépend plus alors que d’une intégrale simple. 

En effet, appellons AE l’accroissement de E entre les pro- 
jections de deux lignes successives (2) et (Z + AZ) ; lPaccrois- 
sement correspondant de $ sera AE : cos (Z + ÜAZ), en vertu 
du lemme du n°288 (0<4< 1). Donc, si l’on considère 
d’abord Z comme fonction de E, on aura, en faisant tendre 
les AE vers O0, 


ES AE = | dE 
Han CDSTT/EPIIAZ) cos Z 
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Si l’on veut calculer l'aire S comprise entre deux lignes (Z,) 
et (Z,), on aura, en prenant Z comme variable indépendante, 


au i. dE  dZ | 
Le Z, dZ cos Z 


296. Aire de l’ellipsoïde. — Comme application de la 
méthode du n° précédent, cherchons l'aire de lPellipsoïde 

x? YA 2? 

a? 


= À (ORIDE0) 


Il faut donc déterminer la projection de la ligne sur laquelle 
cos Z à une valeur constante u. Nous obtiendrons son équation 
en tirant de équation de lellipsoïde les valeurs de p et de q 
en fonction de x, y et en portant ces valeurs dans la relation 


1 CR MR EE 
HD reg me 


Cette équation se met facilement sous la forme 


ae — du? ve Ë — fu? 
a\ 1— u° D\ 1—u° 


0] 


D? —c=pf?, 


— 1, en posant 
Donc la projection cherchée est une ellipse dont on connaît 
les demi-axes et, par conséquent, l’aire E. On a 


1 — u? A=1—4u? 
E = rab———, en posant - 
AA AP 1 — fu}. 
Comme u (ou cos Z) varie de 1 à 0 pour la nappe supérieure 
de l’ellipsoïde, l'aire totale de la surface sera 


d SE | 1 dE du 
o du u 
Transformons d’abord l’intégrale indéfinie. On a 
E du ab du ’ du . 
—— = RAD ——  — x ab — ; 
u? u? AA AA 


d’autre part, en différentiant, on a 


ï AA’ L a?A' 6? A . NA! Te a A" y A . 
ue NN PORN QUES EE 
2A/ : 
sé a?A 7 du ; du 
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d’où, en substituant la valeur de du : u°A' tirée de là, 


E du NN A sr rdu 
" ab] Or De TT du — (1 — d°) awl 


Par suite de cette relation, on a 


(LE E Edu 

| He 
ul u HE 

L— 11: AA’ PE ; AT: 

— =ab| RAR RE ae + du — (1 —.a ere 


D’apres cela, Paire totale $ de Pellipsoïde sera 


2) 


1 


A’ I 
Ce | —— du + A — a | - 
CR 


du 
PACA 


, 


De) RL A SAS 
2rab IL NN 


0 


ou, en remplaçant dans le terme aux limites À et A’ puis set f 
par leurs valeurs, 


S c? A 1 du 
_ LA 0e MY à en PRE 
2r 4h FL r | A RAI K )\ AA 


Ces intégrales se ramènent aux intégrales elliptiques de 
Legendre (n° 255) par la substitution au — sin ©. L'expression 


de S : 2rab devient ainsi 


c° r arc sin 1| Dan a? arc sin d' 
HAS do V1 —Kk° sin + | ? 
ab 0 d 0 1 —_ k?$sin © 
C? Ci 
où l’on a posé k = 6 : à — £ . - (1 mn) quantité < 1 
) a 


par hypothése. 
EXERCICES 


1. Volume commun à l’ellipsoïde et au paraboloïde : 


2 2 2? 


cie PA ler sat Pas 


24 
Ya 


R. On applique la formule (2) ; o(x) est l’aire d’une ellipse. 


2. Aire de la portion de la surface conique 3° = 2xy comprise entre les 
plans :x—=0,x—a, y —=0,y = b. 


2 


Lee S — 
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3. Aire de la portion de sphère x? + y? + (3: — c}? = c?, comprise dans 


k ae le 
le paraboloïde 3= 35% +57" 
SA 
R° S —4Trc/) ab: 
2 y? 
4. Aire de ce même paraboloïde à l’intérieur du cylindre Up = 1. 
9 L 3 \ 
AT ADI 
R. ae ne ete 


1} 


», Aire du même paraboloïde à l’intérieur d’une courbe d’égale décli- 
vité Z. 


; ! 27 ab 1 
Fù Sp 1 }: 


3 é0S 200 
6. Volume commun au paraboloïde et au cylindre de l’exercice 3. 


R. On décompose en filets prismatiques. Les intégrations sont faciles. 


7. Volume compris entre la sphère de rayon a qui a son centre à l’ori- 
gine, le plan XY et le cylindre xx? + y?) — ax? — y?) = 0. 

R. On décompose en filets prismatiques par les coordonnées semi- 
polaires. On trouve 


(42 T 
V = 5 (5-1 + log 2). 


8. Calculer l’aire de la portion de sphère (de rayon R) 
x? + y? +  =2Rx. 
qui est intérieure au cône elliptique 
ay? + bz? = x?, (a et b = 0). 
R. L'élément de l’aire sphérique proposée est, en coordonnées polaires, 
ds == 4R*sin* 6 cos v d6 de. 


En l’intégrant à l’intérieur du cône, il vient 
L Ar R°? 
SNS 
Va +1)(b +1) 


9. Il existe, pour le calcul des aires sphériques, une formule analogue à 
celle de quadrature des aires planes en coordonnées polaires. Soient P 
et P/ deux pôles opposés sur la sphère. Un contour simple C sur la sur- 
face sphérique la décompose en deux aires distinctes A et A’. Soit A 
celle qui ne contient pas P’. Considérons un point M qui décrit le con- 
tour C dans le sens direct autour de A. Soit r le rayon vecteur PM, 
0 l’angle dont le plan PMP’ a tourné dans le sens direct autour de PP’, 
Démontrer que l’aire A est donnée par l’intégrale curviligne 


On peut aussi appliquer cette formule à l’exercice précédent et à 
l'exercice 3. 
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S 5. Intégrales de surface. 


Volumes en coordonnées curvilignes 


297. Définition des intégrales de surface. — Soit f(x, y, 2) 
une fonction continue de x, y, 3, pour tous les points d’une 
portion (S) de surface. Décomposons (S) en éléments infini- 
ment petits d’aires o,, 6,,... 5, et désignons par (6;, 5, G) un 
point arbitraire de lélément 5;. Formons la somme, étendue à 
tous ces éléments, 


D (EC fie (@) Gi. 


Cette somme tend vers une limite déterminée, que l’on 
représente par 


| | fl, y, 2) de, 
S 


et que l’on appelle l’intégrale de f(x, y, 3) ds étendue à la 
surface (S). 

Montrons, en effet, que, sous les conditions de continuité 
habituelles, cette expression se réduit à une intégrale double 
ordinaire. | 

Si la surface est donnée par une représentation paramé- 
trique, les coordonnées x, y, 3 sont fonctions de deux para- 
métres u, 0 dans une aire Q. Ces fonctions sont continues 
ainsi que leurs dérivées premieres. Je dis que l'intégrale de 
surface revient à l'intégrale double suivante, effectuée par 
rapport à u, 6 dans Paire Q : 


(1) re Mado \| 


of ss Y; 3) VA? + B? + C? du dv 


| We V2) MEGA? du de: 


Soit w; la portion de Q qui correspond à 5;; on a 


SEM Co >] | FE ni, G VA? + B? + C2 du dv. 
w; 


Il faut montrer que la différence 


Z f (6 ni Gi) a—| | f(x, y, 3) VA? + B° + C° du do 
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tend vers zéro avec les 5; et les w;. Or elle peut s’écrire 
SÛ | LG 9 — res, y, D VAT BEC du dv. 
w; 


Les différences f (6, ni, G) — f(x, Y, 2) finissent par devenir 
inférieures en Valeur absolue à tout nombre positif donné € 
dans chaque terme ; alors, S étant l’aire de la surface (S), 
la somme entière est de module inférieur à Zes; = &S qui peut 
être supposé aussi petit qu’on veut. Cette somme a donc pour 
limite zéro et la proposition est démontrée. 

Si la surface était donnée par une équation de la forme 


3 — $(x, ), 


le point (x, y) variant dans une aire D, l'intégrale (1) se trans- 
formerait, comme au n° 287, en une intégrale étendue à D. 
Il faudrait remplacer d’élément d’aire ds par son expression en 


coordonnées x, y et il viendrait 


XI 
COS 2 


o (rersae-(lrxrs 
ANT TETErE 
D 


298. Intégrale étendue à un côté déterminé d’une sur- 
face. — Soit (S) une portion de surface limitée par un contour 
déterminé qui en forme le bord. Nous supposons que cette 
surface a deux côtés distincts. IL faut entendre par là que si 
l’on regarde (S) comme un lambeau de surface matérielle, d’une 
épaisseur infiniment petite, mais impénétrable, un point 
mobile sur cette surface ne peut passer d’un côté à l’autre qu’en 
faisant le tour par le bord. 

Ceci posé, supposons d’abord que le plan tangent à (S) ne 
soit normal au plan xXy en aucun point de (S), ou tout au 
moins ne le soit que sur le bord, et mettons l’équation de (S) 
sous la forme 

3 = ?(x, y). 


Dans notre hypothèse, il y a, sur la surface, un côté supérieur 
(vers les 3 positifs) et un côté inférieur (vers les 3 négatifs), 
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auxquels correspondent respectivement une normale supé- 
rieure et une normale inférieure. Ces deux normales sont 
donc deux demi-droites de sens contraires. 

Soient R(x, y, 3) une fonction continue en tout point de (S), 
et D la projection de (S) sur le plan xy. Considérons l’intégrale 


de surface 


| | R cos Z ds, 


où Z désigne l’angle de la normale avec Oz; suivant que cet 
angle est celui de la normale supérieure ou celui de la normale 
inférieure, l’intégrale revient à l’une ou à l’autre des deux 
intégrales doubles 


\| Rdxdy, — | | Rdxdy. 
D D 


Cette réduction résulte des calculs précédents quand aucun 
plan tangent n’est normal au plan xy et elle s’étend, par un 
passage à la limite, au cas où cette condition n’est mise en 
défaut que sur le bord de (S). 

Nous dirons que l’intégrale de surface s’étend, dans le pre- 
mier cas, au côté supérieur, dans le second, au côté inférieur 
de la surface (S). Nous conviendrons d’ailleurs de la représen- 
ter, dans les deux cas, par le même symbole 


| | R dxdy, 
S 


sous la condition de faire connaître le côté auquel s’étend 
l'intégration. Cette connaissance, en effet, suffit pour déter- 
miner celle des deux intégrales doubles étendues à Paire D du 
plan xy que représente l’intégrale sur (S). 

Nous pouvons maintenant faire disparaitre les restrictions 
que nous avions imposées au plan tangent, et considérer une 
surface de forme quelconque, fermée ou non, pourvu qu’elle 
ait toujours deux côtés distincts. En effet, il est possible de 
partager la surface en morceaux, de telle sorte que le plan 
tangent ne soit normal au plan xy que sur le bord des mor- 
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ceaux ou dans un certain nombre de morceaux tout entiers (*). 
Dans ces derniers (portions de cylindres parallèles à OZ), lin- 
tégrale de surface est nulle avec cos Z ; dans les autres, elle 
est définie par ce qui précède. Enfin l'intégrale étendue à un 
côté de la surface entière est la somme des intégrales étendues 
aux côtés correspondants de chaque morceau. 

On définit d’une manière analogue les deux autres inté- 


grales : 
| | P(x, y,3) dydz, | | Q(xX, y, 3) dxdz. 
S S 


En faisant la somme des trois intégrales, on obtient l’ex- 
pression la plus générale d’une intégrale de surface, à savoir 


\| (P dyds + Q dzdx + R dxdy). 
S 


Cette intégrale étendue à un côté déterminé de la surface (S) 
revient ainsi, par définition, à | 


\| (PICOS XP Q'Cos ME ERICOS 00 
S 


où cos X, cos Ÿ, cos Z sont les cosinus directeurs de la normale 


à ce côté de la surface. 


299. Transformation des intégrales de surface. — Consi- 
dérons une intégrale, étendue à un côté déterminé d’une sur- 
face (S), 


| | PO 2) UP VE 
S 


et supposons que les formules de transformation : 


X — o,(E, Ti, 4 Je Da(é, is Gt Sie: 36 fi C), 


(*) Dans la décomposition précédente, les lignes de partage de $S sont 
celles sur lesquelles le plan tangent est normal au plan xy, et celles qui 
limitent les portions cylindriques de S normales à ce plan. Pour qu’on 
puisse appliquer les théories exposées précédemment, il faut donc 
admettre que ces lignes sont formées de tronçons consécutifs sur les- 
quels les variations de x et y ne changent pas de sens. Les théorèmes 
subsistent sous des conditions plus générales, mais cette généralisation 
présente actuellement peu d'intérêt. 
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fassent correspondre uniformément les points d’une surface (S) 
dans Rate xyz et ceux d’une autre surface (2) dans ?es- 
pace £1. Le problème de la transformation consiste à rempla- 
cer l'intégrale étendue à (S) par une autre étendue à (2). 

Pour le résoudre, considérons les coordonnées x, y, zet5,n,@ 
des points correspondants sur les surfaces (S) et (£) comme des 
fonctions de deux variables indépendantes u et 0 qui décrivent 
une aire Q dans le plan uv. 

Pour la surface (S), les cosinus directeurs de la normale 


vérifient les formules 


cos X __ cos Ÿ _ cos Z % sl _ y, 3) &10 
A B C VA? CRC ME) GYM 
Marquons avec lindice 1 les quantités analogues pour (2) ; 

on a 

COS ER COST COS! Zn me Î __ dr, ©) c). 
TE Fa \ Roirs 2 > 2, 1 ) 
LA D: C, JA? REV _ d(u,+) 6). 


Mais la formule (1) du n° 282 peut se mettre sous la forme 


. 


(125) RE 


” Gb) d(x, y) d(x, y) 
7 ob UE ONE 


_ d’où, par les égalités qui précèdent, 


cos Z VA? + B?+ C = + [7e Y) cos X, + dc, y) cos Y, 


d( Ti, ) d(, £) 
3e AC) cos Z, VA? PDC 
dE, f) 


D’ailleurs on peut prendre le signe + à coudition de mener 
la normale à (Z) du côté convenable. Multiplions encore les 
deux membres de l’équation précédente par P du de et intégrons 
dans le domaine Q. Le résultat pourra s’écrire comme il suit : 


" FES ATEN 
\\P cos Z ds — ie PS 0) cos X, + .… 


où ds et ds, sont les éléments d’aires de (S) et (©) en coor- 


don 


données u, ©. 
Cette formule revient à la suivante : 


J À CEA) dt d(x, y) » HÉSÉ AT ERS 
(3) || dxdy (| pen 0) d'dé + - dE, 5) Vo AT ASE NES ARR IE TE 7 dE | 
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C’est la formule de transformation ; l’intégration doit se 
faire sur (Ÿ) du côté convenable (celui de la normale qu’on 
vient de considérer). 

Par une permutation circulaire simultanée de P, Q, R et des 
lettres x, y, 3, on obtient deux autres formules analogues, 
qu’il est inutile d’écrire. 

Il reste à donner une règle pour fixer le côté d’intégration 
sur la surface (2). Définissons d’abord ce que nous appellerons 
côtés correspondants sur les surfaces (S) et (È). Imaginons un 
point infiniment voisin de (S) d’un côté de cette surface, son 
correspondant sera infiniment voisiu de (2) d’un certain côté 
de cette seconde surface. Ce sont ces deux côtés qu’il est natu- 
rel de considérer comme correspondants. On peut alors énon- 
cer la règle suivante, dont nous donnerons la démonstration 
au n° 302 : 

Les deux intégrales de la formule (3) sont étendues aux 
côtés correspondants des deux surfaces si le jacobien J de 
x, y, 2 par rapport à &, n, & est positif, aux côtés inverses siJ 
est négatif. 


300. Formule de Green pour l’espace. 


Soient (S) une 
surface fermée et (V) le volume qu’elle renferme. IL y aura, 
sur cette surface, un côté intérieur et un côté extérieur et, par 
conséquent, une normale intérieure et une normale extérieure. 


Soit R(x, y, 3) une fonction, continue ainsi que sa dérivée Se 


2 
dans toute l’étendue du volume (V) et de la surface (S). Nous 
allons établir, pour commencer, la formule suivante, qui est 
un cas particulier de celle de Green : 


(4) \\| DÉPT dae \| R dx dy. 
v dZ S 


Elle ramène le calcul d’une intégrale triple dans un volume 
(V) à celui d’une intégrale double étendue au côté extérieur 
de la surface (S) qui limite ce volume. 

Supposons d’abord que la surface (S) ne soit rencontrée 
qu’en deux points par une parallèle à l’axe des 3 ; alors cette 
surface se partage en deux autres (S,) et (S,), l’une inférieure 
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limitant le volume (V) par au-dessous, l’autre supérieure 
limitant le volume par au-dessus. Nous désignerons respecti- 
vement leurs ordonnées par 2, et z, (3, << 3,). Ge sont des fonc- 
tions de x et y, continues à l’intérieur du domaine D limité par 
le contour apparent de (S) sur le plau xy. 

Si l’on effectue une première intégration par rapport à 3, il 
vient 


| | | cs dx dy dz= | | R(x, y,2)dx dy — | | RH (Ne ele 

LATE: + D D 

Considérons ces deux intégrales doubles avec leurs signes. 
Elle reviennent à des intégrales prises respectivement sur les 
surfaces (S,) et (S,), mais la premiere s’étend au côté supérieur 
de (S,) et la seconde au côté inférieur de (S,). Dans les deux 
cas, c’est le côté extérieur de la surface (S), de sorte que les 
deux intégrales prises ensemble s'étendent au côté extérieur 
tout entier de (S) et l’on trouve la formule (4). 

La formule (4) subsiste si le volume (V) est limité latérale- 
ment par des portions de cylindres parallèles à l’axe des 3, 
séparant l’une de l’autre deux surfaces ($,) et (S,) analogues 
aux précédentes. En effet, les portions de surfaces parallèles 
à Oz ne donnent que des intégrales nulles et il n’y a pas lieu 
d’en tenir compte. 

Enfin la formule (4) subsiste, quelle que soit la surface qui 
limite le volume (V), car on peut toujours découper le volume 
(V) en morceaux limités par des surfaces satisfaisant aux con- 
ditions supposées jusqu'ici. On pourra appliquer la formule (4) 
à chaque morceau et, en additionnant les résultats, on trouvera 
la formule sous sa forme générale. En effet, les intégrales 
étrangères relatives aux surfaces qui séparent les morceaux 
sont étendues successivement aux deux côtés de ces surfaces, 
car chaque côté est extérieur relativement à l’un des deux 
morceaux limitrophes. Donc ces intégrales se détruisent. 

On établit, comme la formule (4), les deux formules ana- 
logues : 


dP ABINTE 
fees — P I Z ——— ([X ZB — O ,Z A2 
\\| ve dxdy dz || dy dz, ||. dx dy d \| Q dz dx 


S 
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et, en les ajoutant, on trouve la formule de Green 


+ 


co} same dR 
(5) | \| DA utR axdyds=\ | Pdydz+Qdzdx+Rdxdy, 
NAME E, or S'en TE s 


les intégrales de surface étant toujours extérieures. 
5 J 


301. Expression des volumes par les intégrales de sur- 


face. — Si l’on fait P = x, Q = R = 0 dans la formule précé- 


dente, on trouve la premiere des deux formules suivantes, les 
autres s’obtenant par analogie : 


(6) V — \| x dy dz — \| y ds dx — \| z4xdy ; 
S 5 


5 $ 


elles expriment un volume par une intégrale étendue au côté 
extérieur de sa surface frontière. En les ajoutant, il vient 


V — = | | xdydz + ydzdx + z4xdy. 
S 


D’où, par l’introduction des cosinus directeurs de la normale 
extérieure, 
1 
V — ||. 6veos x OACOS NS COS A) o 
Ce résultat est facile à transformer. Si l’on désigne par (r, n) 
l’angle de la normale extérieure avec le rayon vecteur r issu 
de l’origine, on a 


x cos X + y cos Ÿ + z cos Z = r cos (7, n) ; 
d'où 


il 
(7) V — a | | r Cos (r, n) dos, 
5 
302. Volumes en coordonnées curvilignes. Détermination 
de l’élément de volume. — Reprenons les formules de trans- 
formation du n° 299 


AA EC) (6; Ti, C), AT (5; fi, d), Cours Pa(6 qe @) 


et supposons qu’elles fassent correspondre uniformément les 
points d’un volume (V) limité par une surface (S) dans l’es- 
pace x, y, z et ceux d’un volume (Q) limité par une surface (2) 
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dans l’espace £, 7, £. On aura, en appliquant à l’une des inté- 
grales (6) du n° précédent la formule de transformation (3) 
dun 299); 


; _ _Id(x, y) CCHSOREAAUIES AE 
Ve saxdy— | | Es 2 ddé+ =  dédé+ —— déd 
\, | Duid(n,€) AGIT) NE ENT) ner 


Nous savons que l’intégrale étendue à (S) l’est au côté exté- 
rieur, mais nous ignorons encore sur quel côté est prise l’inté- 
grale étendue à (2). Nous allons le reconnaître en observant 
que V doit être positif. 

Transformons, par la formule de Green, l’intégrale étendue 
à (2) en une intégrale triple étendue à (Q). Il faut poser : 


P _d(x, y) O ru _d(x, y) R = . (x, A 


OT AN PATTE) d(E, n) | 


ù 


auquel cas l’on a, en désignant par J le jacobien de la trans- 
formation, et en admettant l’existence des dérivées secondes 


de NX, V5 7 
dP ; 20 fe dR 23 d{x, y) 4 __ (x, y,23) #7 
dE d1 dÙ FH dE dr, C) A(E, Ti, C) ; 


car on vérifie immédiatement que les dérivées secondes se 
détruisent. La transformation de Green donne donc, en choi- 
sissant le signe + ou — suivant que l’intégrale a été étendue 
au côté extérieur ou au côté intérieur de (È), 


EAU ES || | Jaardr n \\l, Ni Eanac. 


C’est la formule générale pour le calcul des volumes. 

Si J est > 0, il faut prendre le signe + dans la formule 
précédente et l’intégrale s’étend au côté extérieur de 2; si 
J < 0, elle s'étend au côté intérieur. Les côtés extérieurs sont 
considérés comme correspondants par définition (n° 299). 
Donc les intégrales sur (S) et sur (È) sont étendues aux côtés 
correspondants ou aux côtés inverses des deux surfaces sui- 
vant que J est positif ou négatif. 

La regle qui termine le n° 299 est ainsi établie pour deux 
surfaces fermées. Elle subsiste pour deux portions de surfaces 
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quelconques, car on peut les considérer comme des portions 
de surfaces fermées. 

L'expression | J | d£ dn d sous le signe d’intégration dans la 
formule (8) s'appelle l'élément de volume dans le système de 
coordonnées £, n, 6. On peut la transformer. 

L'élément d'arc, ds’ = dx? + dy*+ dz?, est une forme homo- 
gène du second degré en dé, dr, dé, qu’on peut écrire 


ds’ =H dé +H,dr? +H,d+2F,dndi+2F,d(dé+2F,dédn, 


4 


en posant, en abrégé, 


MEN E D YA DAAE PIX To xe 
LIE ET (5) + (5) = (5e) 2 H,=[5) + .….) EE Se () +- .…., 


DXOX MI VOYAIT dX dx PO KO 
RER L : Mr mt 7 r Diroise oo 
D' DEALD TNOM TO Tr OS dEMUE dE dn 
Son discriminant M sera 
H, 1, 1e 
M ” He H, EX 
F, F, H, 


Or il suffit d’élever J au carré, par la règle habituelle de 
formation du carré d’un déterminant, pour obtenir J? = M. 

L'élément de volume est donc égal aussi à VM dé dn dt. 

On dit que le système des coordonnées £, r, $ est orthogonal 
si F =F,= F,= 0. Dans ce cas, on a 


ds? = H,dË + H,dr° + Hd. 
et l'élément de volume devient V H,H,H, dédnd&. 


Le système des coordonnées polaires dans l’espace est 
orthogonal, car, des relations 
x = rsintcose, VE TSI ele, 2 = C08.0, 
i i 
on tire directement 


ds? = dr? + r°df? + r? sin? do?. 


L'élément de volume en coordonnées polaires est donc, 
d’après la formule précédente, r° sin0 drdôde. Ce résultat est 
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facile à obtenir par des considérations géométriques directes 
(n° 290). 


303. Transformation des intégrales triples. — Soit à trans- 
former une intégrale triple, étendue à un volume (V} dans 
l’espace x, y, 3, 


| | | Xe) YU, 
A4 


en une autre étendue à un volume (Q) dans l’espace £, r, £. Les 


formules de transformation 
X — DIE G)s ÉOE g(Ë, fi C), 3 — es Ti; C) 


sont supposées établir une correspondance uniforme entre les 
points des deux volumes (V) et (Q). On aura 


(9) | | | re Y,z)dxdy dz— | | | f(x, y, be) 


Q dé, fs $) 


CCI 


dé dn d&. 


La démonstration est la généralisation immédiate de celle 
qui a été donnée dans le cas de deux variables (n° 285). 


304. Intégrales curvilignes dans l’espace. Formule de 
Stokes. — La notion des intégrales curvilignes s’étend d’elle- 
même à l’espace. Décrivons un are de courbe L sur lequel x 
varie en croissant ou en décroissant constamment de «a à b. 
Les deux autres coordonnées y et 3 seront fonctions continues 
de x entre a et b, de sorte que toute fonction continue P(x, y, 2) 
des trois variables est une fonction continue de x le long de la 
courbe L. Nous poserons, par définition, le sens du parcours 
sur L et l’ordre des limites a et b se correspondant, 


a 


D 
| De | Dir 
L j 


Cette premiere définition de l'intégrale curviligne s’étend 
immédiatement à toute ligne L composée de plusieurs seg- 
ments consécutifs sur chacun desquels x varie dans le même 
sens ou reste constant (l'intégrale sur le segment étant nulle 
dans ce dernier cas). Enfin, faisant la somme de trois expres- 
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sions définies d’une manière analogue, on trouve l’expression 
la plus générale d’une intégrale curviligne, à savoir 


| (Pdx + Ody + Rdp). 
L 


Passons maintenant à la formule de Stokes, qui a pour 
objet de ramener une intégrale de surface à une intégrale 
curviligne effectuée sur le contour qui limite la surface. 

Soient (S) une portion de surface limitée par une ligne L, et 
P(x, y, 3) une fonction de x, y, 3 continue ainsi que ses déri- 
vées sur cette surface. Nous commencerons par établir la for- 
mule suivante, qui est un cas particulier de celle de Stokes : 


Go) | \. | 


J 


dP dP 
ir dx dy es 1x ds = — |» (Lee 


Supposons d’abord que le plan tangent soit oblique au 
plan xy dans toute l’étendue de (S), sauf peut-être sur le bord. 
La surface (S) aura un côté supérieur et un côté inférieur ; elle 
se projettera sur une aire D du plan xy, bornée aussi par un 
contour simple C (qui sera la projection de L) ; enfin léquation 
de la surface pourra se mettre sous la forme 


3 — px, ), 
où & est une fonction continue de x, y, admettant des dérivées 
partielles continues p et q. 

Pour fixer les idées, supposons que, dans la formule (10), 
l'intégrale de surface s’étende au côté supérieur de (S). Soient 
cos X, cos Ÿ, cos Z les cosinus directeurs de la normale supé- 
rieure (cos Z > 0) ; on aura (n° 298) 


) 
| LG dx dy — . dx ds) = | \. E cos Z — _ COS ») ds. 

Mais les cosinus sont proportionnels à — p, — q et 1, de 
sorte que le quotient cos Y : cos Z est égal à — q. Il en résulte, 
en désignant encore par P,(x, y) ce que devient P(x, y, 2) 
quand on y remplace 3 par o(x, y), que l’intégrale précédente 
devient successivement 


D PNR RON er ER E MTGPE 
+ 15.) COS 2 ds—| | Gs+ 1 Jexdr- || dx dy. 
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Donc l'intégrale de surface est réduite à une intégrale double 
étendue à l'aire D du plan xy. Par la formule de Green (n° 281), 
celle-ci peut se transformer en une intégrale curviligne, 
étendue au contour C de l'aire D dans le sens direct (sens de 
la rotation de Ox vers Oy). Il vient 


dP, 

\| : dx dy = —| P,ax =—| HU 
Jp dy C L 

car les deux intégrales curvilignes sur Cet sur L ont la même 

signification, pourvu que le parcours sur L se fasse aussi dans 

le sens de la rotation de Ox vers Oy. Donc l'intégrale sur L 

est égale à l’intégrale de surface. 

La formule (10) est ainsi établie dans un cas particulier : 
l'intégrale de surface s’étend au côté supérieur, et intégration 
curviligne se fait en tournant dans le sens de la rotation de 
Ox vers Oy. Si l'intégrale de surface s’étendait au côté infé- 
rieur, la formule subsisterait en renversant le sens de l’inté- 
gration. 

Mais on peut comprendre les deux cas dans une seule règle. 

Imaginons qu’un observateur placé du côté des 3 positifs et 
marchant sur le plan xy, décrive un cercle autour de l’axe Oz 
en tournant dans le sens de Ox vers Oy ; l’intérieur du cercle 
sera soit à sa droite soit à sa gauche. Nous dirons, d’une 
manière générale, qu’un observateur qui marche sur un côté 
déterminé d’une surface et parcourt un contour fermé tracé 
sur ce même côté, décrit le contour dans le sens direct, si 
l’intérieur se trouve par rapport à lui du même côté (droit ou 
gauche) que l’intérieur du cercle dans le cas précédent. D’après 
cette définition, le sens direct change pour un même contour 
suivant le côté de la surface sur lequel il est tracé. La dis- 
tinction des deux cas disparait en énonçant la règle suivante : 
dans la formule (10), l’intégrale curviligne est effectuée dans 
le sens direct relativement au côté considéré de la surface. 

Pour faire disparaitre les restrictions imposées au plan tan- 
gent et étendre la formule (10) à une surface (S) de forme quel- 
conque, mais ayant deux côtés distincts, il suffit de partager 
la surface en morceaux et de raisonner comme dans le cas de 
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la formule de Green (n° 300). On aura seulement à considérer 
des lignes de partage tracées sur la surface (S) au lieu de sur- 
faces de partage. Nous ne recommencerons pas cette démon- 
stration. 

Arrivons maintenant à la formule générale de Stokes. 

Soient P, Q, R trois fonctions de x, y, 3, continues ainsi 
que leurs dérivées. On obtient deux autres formules analogues 
à (10) par une permutation circulaire simultanée des lettres P, 
Q,R et x, y, 3. En ajoutant les trois formules, on trouve 


dE) 1Q  2R dR  2dP \ 
| | | G— 5) dx dy + ( . ES) dy dz + Ée— 1 dz dx 


(11) 
La | Pax + Ody + Rde. 
\ L 


C’est la formule générale de Stokes, l’intégrale curviligne 
doit être effectuée dans le sens direct relativement au côté 
considéré de la surface. Si les axes sont donnés comme d’ha- 
bitude, les rotations de Ox vers Oy, de Oy vers Oz et de Oz 
vers Ox, se font dans le sens de celle des aiguilles d’une 
montre pour un observateur debout sur le plan de la rotation 
du côté du troisième axe. Dans ce cas, le sens direct est celui 
qui laisse l’intérieur de Paire à droite. C’est l’inverse de ce qui 
avait lieu dans le plan, et cela provient de ce que les axes Ox, 
Oy ne sont pas choisis d'habitude avec le même sens de rota- 
tion dans l’espace que dans le plan. 


EXERCICES 


1. Intégrale de Gauss. Soient : (S) une surface fermée, M un point fixe, 
r le rayon vecteur issu de M, (r,n) l'angle de r avec la normale exté- 
rieure à la surface. Selon que M est à l’intérieur de la surface, en dehors 
d’elle ou sur la surface, on a 


», d 
[= (r,n) do 1 


TE —= 47, 0, ou 27. 


R. On remarque que l’élément de cette intégrale représente l’angle 
solide sous lequel l’élément do est vu de M. 


2. Coordonnées elliptiques. Considérons les quadriques homofocales 


x? ee 2? 


FORMULE DE STOKES 389 


Pour chaque système x, y, 3, cette équation a trois racines V3; Yo» Ÿ3» 
[ce <Y1-< b << Ys < a < V3] que l’on appelle les coordonuées ellip- 
tiques du point x, y, 3. Par chaque point passent donc trois surfaces : un 
ellipsoïde, un hyperboloïde à deux nappes et un hyperboloïde à une 
nappe. On a 


2 (Y: — a) (a— y) (a — y») NN EUE 2e d'à nt dY2 L dY3 


(a — b) (a — c) X rar Yo — de a 


et d’autres équations analogues en permutant circulairement x, y, 3 et 
a, b, ec. Montrer que le système est orthogonal et calculer l’élément de 
volume VH, H, H; dy, dY, dYs. 

R. On trouve, H, et H, s’obtenant par permutation circulaire, 


(a Oee ) 
(WE nd) te CNE b) (7 


3. La condition pour que l'intégrale de surface 


AH, — 


c) 


\[e dy ds + Q ds dx +R dx dy 


étendue à une surface limitée par un contour L, ne dépende que de ce 
contour, est que l’on ait 


Dans ce cas, on peut trouver trois fonctions A, B, GC telles que 


DU. dB dC Q dC dA LRU dB 
FE dy dx d3 dy dx 


et l’intégrale de surface revient à une intégrale curviligne sur L par la 
formule de Stokes. 

R. L'intégrale de surface sera nulle sur une surface fermée. On la 
transforme en intégrale de volume par la formule de Green, d’où la 
condition indiquée. Celle-ci ayant lieu, on choisit A arbitrairement, 
ensuite B et C sont donnés par des quadratures. 


CHAPITRE XI 


Séries 


S 1. Généralités sur les séries à termes constants. 
Séries positives 


305. Définitions. — On appelle série une suite indéfinie de 
quantités, réelles ou complexes, u,, u,,... un...., formées sui- 
vant une loi, que l’on ajoute successivement les unes aux 
autres. Le terme u, se nomme le terme général de la série. 
Son expression donnée en fonction de n fait connaître toute la 
série. Soit 

Sri ll) CAUSE IE EeUT 


la somme des n premiers termes de la série. Si, pour une 
valeur indéfiniment croissante de n, la somme s, tend vers une 
limite finie et déterminée s, la série est convergente et s est la 
somme ou la valeur de la série. Si s, ne tend vers aucune 
limite ou augmente indéfiniment, la série est divergente. 
Toutefois si s, tend vers + © ou — ©, nous disons que la 
série est infinie et a pour somme + © ou moins — %. 
Lorsqu'une série est convergente, la différence, 
S — Sn — Rh, 
entre la somme de la série et celle des n premiers termes s’ap- 


pelle le reste de la série à partir du niè"e terme. Ce reste est la 
somme de la série suivante : 


qui est donc convergente (ou divergente) en même temps que 
la première. Ainsi, on peut toujours dans l’étude de la con- 


vergence d’une série faire abstraction d’un nombre limité de 
termes au début. 
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306. Caractère général de convergence. — Pour qu’une 
série converge, ilfautqueles sommes successives S,, S5,... Sn... 
tendent vers une limite déterminée. De là (n° 16 et 46) on con- 
clut la proposition suivante : 

La condition nécessaire et sufjisante pour la convergence 
d’une série est qu’à tout nombre positif e si petit qu’il soit, 
corresponde un nombre n tel que l’inégalité 


| Sn+p me 7? | se € 


ait lieu pour tous les indices n + p supérieurs à n. 
Ce théorème peut aussi se formuler comme il suit : Pour 
qu’une série converge, il est nécessaire et sufjisant que l’on ait 


lim (Sn+tp — Sn) = 0, 


n—=an 
P VARIANT D'UNE MANIÈRE ARBITRAIRE quand n tend vers 
l'infini. 

COROLLAIRE. — Faisons p = 1, le théorème précédent nous 
donne, en particulier, la condition suivante, toujours néces- 
saire, mais non suffisante pour la convergence : 

Dans toute série convergente, le terme général u, a pour 
limite zéro pour n infini. 


307. Convergence d’une progression géométrique. — Une 
des séries les plus utiles à considérer est la progression géo- 
métrique 


LR LOC KP CET KT EN 


Si k diffère de 1, on a ici 


a(l — kr") 

1— k 

Si|k|est 1, k'tend vers 0 et s, vers a : (1 — k) ; la série 
converge. 


Sn ral + ak +... + ak"—1 2 


Silk| > 1, le terme général ak" n’a pas pour limite 0, sauf 
si a — 0 ; donc la série diverge, sauf si a — O0 auquel cas la 
série est nulle. 


308. Séries positives. Formation de séries divergentes et 
convergentes. 


Lorsque tous les termes d’une série Zu, sont 
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positifs (ou nuls) la série est dite positive. La somme s, est 
alors croissante (ou stationnaire) quand n augmente, de sorte 
qu’une série positive est convergente ou infinie. 

Il est facile de donner un procédé général pour former des 
séries positives convergentes ou divergentes. 

Désignons, en effet, par M, un nombre qui croît constam- 
ment jusqu’à l'infini avec l’indice n et formons les deux séries 
à termes positifs : 


(M, —M,) + (M, —M,) + - = EM — M), 


TN EN MER PRES 
M, M, MOMENT en ENT DENEE 


La première est divergente, car s, = M, 11 — M, augmente à 
{ 1 
M, Mh1 


l'infini avec n ; la seconde convergente, car s, — 


1 
converge vers : 
ne M, 
Par exemple, si l’on prend M, = Log n, on formera la série 


divergente 
[Log (n + 1) — Log n] = È Log(1 se _ ; 


si l’on prend M, — n%(1 > 0), on formera la série convergente 


Î 1 
n% (TEE) 


D 


309. Règles de convergence des séries positives tirées de 
I. Soient Zu, et 2, 


la comparaison des séries entre elles. 
deux séries positives ; supposons qu’on ait constamment, à 
partir d'une valeur sufjisamment grande de n, 


Un Z Vn : 


1° Si Zv, converge, Zu, converge aussi ; 2° si Zu, diverge, Èn 
diverge aussi. 

En effet, dans le premier cas, 26, étant fini, Zu, l’est a for- 
liori et, par conséquent, converge ; dans le second, Zu, étant 
infini, 26, l’est a fortiori et diverge. 

IT. Si la série Zu, converge, la série 2v, obtenue en multi- 
pliant chaque terme de la précédente par des facteurs positifs 
et inférieurs à un nombre fixe À, converge aussi. 
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En effet, la série ÉAu, converge, car elle a évidemment pour 
somme AZu,, donc Ze, (qui a ses termes moindres) converge 
en vertu de la règle précédente. — On prouve de même que : 

Si la série Zu, diverge, la série +, obtenue en multipliant 
chaque terme de la précédente par des facteurs supérieurs à 
un nombre positif fixe À, diverge aussi. 

Ces deux règles inverses renferment évidemment comme cas 
particulier la suivante : 

III. Si Le rapport u, : V, tend vers une limite finie et diffé- 
rente de zéro, les deux séries Zu, et Zv, sont en même temps 
convergentes ou en même temps divergentes. 

IV. Soient Eu, et 2v, deux séries à termes positifs et difjé- 
rents de 0 ; supposons qu’on ait constamment, à partir d'une 
valeur suffisamment grande de n, 


Un On 


S ( : 
) | 
Un+1 { n+1 
1° Si la série Xv, converge, Zu, converge aussi ; 2° si Zur 
diverge, 2, diverge aussi. 
On a, en effet, à partir d’une valeur déterminée de n, 


Un SE Uu+1 LC Un+2 
On On+1 Pn+2 


Soit s la valeur du premier quotient ; on a, pour m > n, 


Un 


Um < AATE Pm > 


ità) 


Si Ze, et, par suite, 2250, convergent, Zu, converge aussi 
en vertu de la règle I ; si Zu, et, par suite, Z(u, : 2) divergent, 
Xe, diverge aussi en vertu de la règle I. 


1° La série dite harmonique 


1 1 1 1 
LS Ma + A à 1 


310. Exemples. 


est divergente (en vertu de la règle IT), car le rapport de son 
terme général (1 : n) à celui dela série divergente Y Log[1 + _ 


(n° 308) a pour limite l’unité. 
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2° Au contraire, pour toute valeur positive et constante de 4, 
la série 
1 j\ 1 1 


Ù FAR 91 +a #k 31+a + A1+a 


 nt+2 + ..…. 


est convergente (en vertu de la règle IT), car le rapport de 
son terme général à celui de la série convergente (n° 308) 


SR AE 
ON GENE AMV 
a pour limite 1 : «. En effet, le terme général de cette dernière 
série peut, par la formule des accroissements finis, prendre la 
forme a : (n + O)!+«, 
3° La série 
il 1 1 1 


RON ES 
BTbeS Aro D TE 0 n Logn 


est divergente. En effet, formons une série divergente par le 
procédé du n° 308 en prenant M, — Log Log n ; cette série aura 


Jour terme général M,,:1 — M, c’est-à-dire 
D + , 


1 
(n + 8) Log (n + 0) 


Log Log (n + 1) — Log Log n — 


par la formule des accroissements finis. Le rapport de ce terme 
à 1:(n Log n) tend vers l’unité, donc la série X[1 : n Log n)| 
diverge par la règle TT. 


311. Critères de Cauchy. — Nous appelons critère de 
convergence ou de divergence, toute règle qui permet de 
décider de la convergence ou de la divergence d’une série par 
une propriété de son terme général, ou par une relation entre 
le terme général et un nombre limité de termes suivants. 

Un critère est de première espèce s’il ne fait intervenir 
qu'un seul terme, de deuxième espèce s’il en fait intervenir 
deux, et ainsi de suite. 


CRITÈRE DE PREMIÈRE ESPÈCE. — La série Eu, converge si 
l'expression 


n NS 
V/ Un 
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a une limite 1 pour n infini, ou, plus généralement, finit 
par. rester inférieure à un nombre k<1 à partir d’une 
valeur sufjisamment grande de n. Elle diverge si cette expres- 
sion ne finit pas par devenir définitivement plus petite que 
l'unité. : 

En effet, dans la première hypothèse, les termes de la série 
deviennent inférieurs à ceux de même rang de la progression 
géométrique convergente Xk'; donc la série converge. Dans la 
seconde hypothèse, le terme général u, n’ayant pas pour 
limite zéro, la série diverge. 

Souvent le quotient u,,1: u, a une forme plus simple que u,, 
alors, le critère précédent étant cependant applicable, il est 
plus commode de se servir du suivant, qui est de deuxième 


espèce. 
CRITÈRE DE DEUXIÈME ESPÈCE. — La série Su, converge si le 
quotient 
Un+1 
Un 


finit par rester inférieur à un nombre k <°1 à partir d’une 
valeur sufjisamment grande de n. Elle diverge si ce quotient 
devient définitivement > 1. 

En effet, dans la première hypothèse, on a, à partir d’un 
indice convenable n, 


Un+1 <C KUn, UD OEU RES KP US: 

Donc les termes de la série commencée à ce terme, sont 
inférieurs à ceux de même rang de la progression géométrique 
convergente 

LRU AIRE ROUE. 


et la série converge. 

Dans la seconde hypothèse, u, cesse de décroître à partir 
d'un certain indice et, par conséquent, n’a pas pour limite 0. 

Il arrive souvent que le rapport u:},1:u, tend vers une 
limite déterminée k quand n tend vers l'infini. La série sera 
convergente si k est << 1 et divergente si k est > 1. Si k = 1, 
on ne peut rien conclure et il faut recourir aux critères de 
deuxième espèce suivants : 
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312. Critères plus précis. — RÈGLE DE RAABE. La série 
posilive Zu, sera convergente si l’on peut poser, à partir 
d’une valeur convenable de n, k désignant une constante > 1, 


Au contraire, elle sera divergente si l’on «a 


Un 1 
CL en 


Un+1 
En particulier, La série est convergente ou divergente selon 


s . Un 5 Û . , . . , 

que l’expression n|——-— 1} «a une limite supérieure ou infé- 
Un+y 

rieure à l’unité. 


Démontrons d’abord la règle de convergence. 
Soit à un nombre positif 7 k — 1 ; considérons la série con- 


vergente (n° 310) 


+ o LOLEX 
20 — À La d’où 7 — 1 + — : 
TL'aa Pn+1 n 
On en conclut 
4 \1+a 
Un + On 5 1 au (1 + F : 
Un-+1 Pn+1 n nl 


Quand n tend vers l'infini, le second membre a pour valeur 


tn. mn : : : 
principale Fee it Pal la formule du binome, il finit donc 


par devenir positif, donc le premier membre aussi, ce qui 
prouve que la série Zu, converge, en vertu de la règle IV du 
n° 309. 

Quant à la règle de divergence, c’est un cas particulier de 
la suivante qui est plus générale : 

La série Yu, sera divergente si l’on a, à partir d’une 
valeur sufjisamment grande de n, 


Un 1 1 
Si der n 


Un+1 
En effet, considérons la série 


1 


DU DE mr re 
é n Log (n — 1) 
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qui est divergente comme Ë(1 : n Log n) (n° 310), car le rapport 
des deux termes généraux tend vers l’unité. 
Pour la seconde série, on a 


On ( 5 Î | Log n 1  Logn—Log(n—1) 


Par n / Log Fr he : A er" Log (n — 1) 


et, par conséquent, par la formule des accroissements finis, 
qui donne Log n — Log (n — 1) = 1: (n —), 
Pr 1 il 


aie QU Fra DOUTE) 


Il vient donc 


0} Un 1 1 
Ont1i Uni NLog(in—1) nLogn 


eUr 


donc la série Zu, est divergente, en vertu de la règle IV du 
n° 209. 

REMARQUE. Les règles précédentes permettent de décider de 
la convergence ou de la divergence dans presque tous les cas 
qui se rencontrent en pratique. En effet, le quotient u, : Un1 
peut généralement se développer suivant les puissances de 
1: n. On obtient alors un développement de la forme 


Un, 6 ÿ 


Un+1 n né 


où Ü conserve une valeur finie. 
La série sera convergente si « > 1 ou sia=1, f>1; 
divergente sia<1ousia=1,$6<t1. 


313. Critère de Kummer. — Soit &;, &,..., Gn..,, une suite 
de quantités positives ; si, n croissant indéfiniment, l’expres- 
sion 

Un 


(47 er An+1 


D 
Un+1 


devient définitivement supérieure à un nombre positif fixe ©, 
la série positive Zu, converge. 

Les termes au début de la série n’important pas, nous pou- 
vons admettre que l’expression proposée surpasse « pour 
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toutes les valeurs de n. Sommons alors, pour n = 1, 2,... n..., 
toutes les inégalités : 
& Un+1 L An Un — An+1 Un+1 5 
il vient 
(O2 (u, FF LL, F Ch + Un+1) 4 «, U, = An+1 Un+1 “Si Œ, U,, 

donc la somme Zu, étant bornée, converge 

Si l’on prend a; — n, on obtient, comme cas particulier, la 
règle de Raabe (n° 312). 


EXERCICES 


1. Une série positive Êun est convergente ou divergente suivant que 


l'expression 
Un 
NA Lin AL NTIOCNTE 
nm F 


tend, pour n infini, vers une limite supérieure ou inférieure à l’unité. 
R. Cas particulier de la règle de Kummer (an = n Log n) et de la 
règle IV du n° 309. 


3. Théorème de Cauchy. — Soit f (x) une fonction positive décroissante 
et F(x) une intégrale de f(x), la série Ÿf(n) converge ou diverge selon 
que F(x) est fini ou infini pour x infini positif. 

R. En effet, la série qui a pour terme général F(n + 1) — F(n) converge 
ou diverge selon l'hypothèse. Par le théorème des accroissements finis, ce 
terme prend la forme f(n + 0); il est = f(n + 1) et < f(n). Donc, selon 
l'hypothèse, Yf[n + 1) converge «a fortiori ou bien Xf(n) diverge a for- 
liori. 


3. On considère une série positive divergente u, + u, + *:* et une fonc- 
tion f(x) non croissante et tendant vers zéro pour x infini positif. 
Soient sn la somme des n'premiers termes de la série, et F(x) une inté- 
grale de la fonction. On forme les deux séries : 


> [(Sn) Un, > [(Sn—1) Un: 


Montrer : 1° que la première converge si F(x) est bornée pour x infini 
positif ; 2 que la seconde diverge si F(x) croît indéfiniment avec x; 
9° qu'elles convergent où divergent en même temps si un est borné (”. 

D D 
R. Démonstration analogue à celle du théorèmeele Cauchy pour 1° et 2. 
D 
On prouve le 3° en montrant que la différence des deux séries est bornée 
avec Un. 


(*) Ces théorèmes ont été publiés pour la première fois dans la pre- 
mière édition de ce Cours (1903). 
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4. Cas particuliers du théorème précédent : Si « est positif et un borné, 


Un s Un 
5? 1 L LU Y ——————— L] L LJ 
TEE diverge, 2534 converge (Dini). 
n S 
n 
5. On considère une série positive convergente u, + u, + *** et une 

fonction f(x) qui augmente à l'infini sans décroitre quand x positif tend 
vers 0. Soient Ra = un+1 + ‘le reste de la série et F(x) une intégrale 
de f(x). On forme les deux séries : 


D [Rn) Un; D f(Rn-—1) Un: 


La première diverge si F(x) est infini pour x — 0 ; la seconde converge 
si F(x) est borné pour x — 0 (*). 


6. Cas particuliers du théorème précédent : Si « est positif, 


v Un .. v ln 
ie diverge, din 70 CONYErS 
n 
R} 4 


7. Soit Mn un nombre positif qui croit constamment avec n ; on forme 
l'expression 
L , Mn — Mn-1 
MS SRE 


Si cette expression devient définitivement supérieure à un nombre 
positif fixe «, la série Jun converge ; elle diverge au contraire si l’ex- 
pression devient inférieure à un nombre fixe négatif. 

R. Dans le premier cas, on a, en effet, 


M. My - 
Un = (Mn—Mnni)e N — (6 ES GE 
ES | 


ce qui est le terme général d’une série convergente. Le second cas se 
traite d’une manière analogue. 


8. soient P,. P,,... Pn... des nombres positifs quelconques, la série un 
sera convergente si l'expression 


Log (Paun) 


{ 1 1 
PRO RLUNT. 


devient définitivement inférieure à un nombre négatif fixe. 
Ce critère de première espèce, le plus général que l’on puisse former, 
n’est qu’une autre forme de la règle précédente. 


9. Si un est constamment décroissant, la condition lim nun — 0 est 
nécessaire pour que la série positive Yun soit convergente. 


(*) Ces théorèmes ont été publiés pour la première fois dans la pre- 
mière édition de ce Cours (1903). 
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R. On considère l’inégalité 
P 
Un + Unit. F Unip= Püntp—= n+p (n + p)un+p 


et l’on applique le caractère général de convergence. 


10. Plus généralement, si la suite positive {4,, &,..., Un... est choisie de 
manière que Un : [in soit non croissant et tende vers 0, la condition 
b 4 Bo + He Un 


lim Un = 0 


Un 
est nécessaire pour que la série positive Yun soit convergente. 
R. En posant 4 — un : Un l'expression proposée s’écrit 


Ar 


Li an ” an 1 \ s 
LORS AT Ce RL … Un (a 9 
Fr ae PCT DITES + Un 


/ 


elle s’obtient donc en multipliant les termes de Zun par des facteurs 
tous << 1 et qui tendent tous vers 0, d’où résulte le théorème. 


Si l’on fait ln = n? puis bn — —, on obtient les cas particuliers sui- 
n 
vants : 


1° S’il existe un nombre positif p, indépendant de n, tel que un : n? soit 
non croissant quand n augmente, la condition lim nun — 0 est encore 
nécessaire pour que la série soit convergente. 


2 Si nüun est non croissant, la condition, lim (n log n)un = 0 est néces- 
saire pour que la série soit convergente (LASKER) (*). Généraliser. 


S 2. Séries numériques quelconques. 


Opérations sur les séries 


Une série à termes 


314. Séries absolument convergentes. 
réels ou complexes est absolument convergente si elle con- 
verge après qu’on a remplacé chaque terme par son module. 

Une série Zu, qui est absolument convergente, est conver- 
gente. 

En effet, soit r, le module de u, ; on a 


| Un+1 T Uno Te + Untp | < Phil ne einen 


Le caractère général de convergence (n° 306) étant vérifié 
pour la série 2r,, le second membre tend vers zéro pour n 


() Philos. Trans. London 196 A (1901) p. 460. 
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infini, donc le premier membre aussi, et le caractère général 
de convergence se vérifie pour Zu. 

L'étude de la convergence absolue se ramène donc à celle de 
la convergence des séries positives. 

On a, en particulier, le théorème suivant : 

Une série Zu, est absolument convergente si, pour n su/ji- 
samment grand, ses termes deviennent égaux ou inférieurs 
en valeur absolue aux termes de même rang d’une série posi- 
tive convergente. 


315. Séries non absolument convergentes. — Lorsqu'une 
série réelle converge sans être absolument convergente, les 
termes positifs d’une part et les termes négatifs changés de 
signe d'autre part, forment séparément deux séries positives 
divergentes. 

Soient s, la somme des n premiers termes de la série, puis 
respectivement s, et — s;, les sommes des termes positifs et 
des termes négatifs qui entrent dans s,, enfin 6, la somme des 
valeurs absolues des termes de s, ; on a 


l/ 1/ . , 24 
Sn — Sn — Sn) On — Sn + Sn. 
Pour n infini, $&, est fini et s, infini par hypothèse, donc 
(Sn + Sn) et, par conséquent, s, et s; sont infinis : c’est préci- 
sément ce qu’énonce le théorème. 


316. Addition des séries. — Soient s = Zu, ets! — 2, deux 
séries convergentes, la série Ss” = Zu, + v,) obtenue par l’ad- 
dition ou par la soustraction terme à terme des deux précé- 
dentes, sera convergeute et aura pour somme S + S'. 

En effet, soient s,, Sn, sn les sommes des n premiers termes 
dérChaque séries OnAaS SES etialatlimites SNS EELSA 

REMARQUE I. — L’addition et la soustraction des deux 
séries s et s' peuvent aussi se faire par simple intercalation 


des termes de s' entre ceux de s, c’est-à-dire que 
SHS=U+HV+uU +0, +uULH:.: 


En effet, la somme des n premiers termes de cette nouvelle 


26 


402 CHAPITRE XI. SÉRIES 


série est sx où sk + ur11 Selon que n = 2k ou 2k + 1. Comme 
, A . . 14 

ukr1 tend vers zéro, cette somme a donc même limite s”' que s£. 

Si les deux séries s et s’ sont absolument 


REMARQUE Il. 
convergentes, il en sera encore de même pour la série s + s’ 
calculée par l’un des deux procédés précédents. 

En effet, soient s et 5’ les séries positives obtenues en rem- 


plaçant les termes de s et de s' par leurs modules, la série s + s’ 


a ses termes au plus égaux en valeur absolue à ceux de la 
série positive convergente 5 + 5’, dont elle est absolument 


convergente. 


317. Changement de l’ordre des termes. — On peut chan- 
ger l’ordre des termes d’une série absolument convergente 
Lu, sans altérer la valeur de la série. 

Soit e un nombre positif aussi petit qu’on veut. Désignons 
par r, le module de u,. On peut, par hypothèse, supposer n 
assez grand pour que l’on ait, p restant arbitraire, 


Dati À lnte + °°" Trip _ €. 


Soient s, la somme des n premiers termes de la série Zu, 
rangés dans l’ordre primitif, ets sa limite. D’autre part, som- 
mons successivement les termes dans un autre ordre quel- 
conque. Il arrivera un moment où la somme s', ainsi obtenue 
comprendra tous les u d'indices << n, mais avec d’autres termes 
d'indices (n + «), (n + $)... (n + p). On aura alors 


! 
| Sm — Sn | er RUE 1 Pn+0 CCE ve Tnip Dati F Pnie À Trip “ue. 


Donc s,, finit par différer aussi peu que l’on veut de s, qui 
diffère lui-même aussi peu qu’on veut des, ets, a pourlimite s. 

Le théorème précédent subsiste si la sommation se fait en 
partageant les termes u, en un nombre plus ou moins 
grand ou même illimité de séries partielles, que l’on ajoute 
successivement les unes aux autres. 

Soient, en effet, S,, 5... Sk,..., les sommes de chacune des 
séries partielles. Celles-ci sont absolument convergentes. 
Pour le montrer, remplaçons par des zéros les termes de la 
série totale s qui n’entrent pas dans Sx. La série modifiée 
demeure absolument convergente en vertu du théorème du 
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n° 314. Comme on peut supprimer les termes nuls, elle se 
compose des mêmes termes que Sx et, comme l’ordre des 
termes est indifférent, on peut la réduire à Sk. 

Ceci posé, l'expression s—S —$S,—...—$S% peut, par la 
règle d’intercalation des termes du n° précédent, se réduire à 
une seule série en Un qui sera absolument convergente en 
vertu de la remarque (I) du même numéro. L’ordre des 
termes étant arbitraire, on peut supprimer ceux qui se 
détruisent. On peut donc supposer k assez grand pour que 
cette expression ne contienne plus que des termes u d’indices 
> n. Il suffit pour cela de prendre k assez grand pour que 
S,,.. 5x Contiennent tous les termes u d'indices < n. Donc, 
si n est choisi comme dans la démonstration précédente, le 
module de l’expression considérée sera <7 e. Faisant tendre € 
vers zéro, On aura 


0 OA Us: 


comme il fallait établir. 

Au contraire, la Somme d’une série convergente à termes 
réels, mais non absolument convergente, dépend de l’ordre de 
ses termes. En modifiant cet ordre, on peut faire tendre la 
série vers le nombre que l’on veut. (RIEMANN). 

Formons deux séries, l’une avec les termes positifs et l’autre 
avec les termes négatifs de la série proposée. Supposons que 
ces séries (a) et (b) soient 


(a) He UE ae UN M PE RP 

(b) — D —b,— b,— — by — 

Ces deux séries sont divergentes (n° 315) et a, ainsi que b, 
ont pour limite 0 quand n tend vers l'infini (n° 306). 

Ceci posé, nous allons montrer qu’on peut intercaler les 
termes négatifs entre les termes positifs de manière à former 
une série ayant pour somme un nombre donné quelconque, par 
exemple un nombre positif M. 

A cet effet, prenons dans la série positive le nombre de 
termes strictement nécessaire pour que leur somme sur- 
passe M, ajoutons ensuite des termes négatifs jusqu’à ce que 
la somme soit ramenée au-dessous de M, puis des termes posi- 
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tifs jusqu’à ce que la somme surpasse de nouveau M, et ainsi 
de suite, sans jamais prendre plus de termes qu’il ne faut. On 
alterne ainsi indéfiniment les termes positifs et les termes 
négatifs, car les deux séries sont infinies, et, par conséquent, 
tous les termes des deux séries seront employés. Je dis que la 
nouvelle série (c) ainsi formée a pour somme M. 

En effet, considérons la différence s', — M entre M et la 
somme des m premiers termes de la série (c). Cette différence 
change un nombre infini de fois de signe. Si elle est positive, 
elle est inférieure au dernier terme «a, qui y entre, et si elle est 
négative, inférieure en valeur absolue au dernier terme b,. 
Donc cette différence tend vers zéro, car a, et b, tendent vers 
zéro quand le nombre des termes pris dans chacune des 
séries (a) ou (b) augmente infiniment. 


318. Multiplication des séries. — Si Les deux séries s = Lu, 
ets! — Eu, sont absolument convergentes, la série EupUq qui 
contient tous les produits d’un terme de la première par un 
terme de la seconde rangés dans un ordre quelconque, est 
absolument convergente et a pour somme ss’. 

Je dis d’abord que cette série est absolument convergente. 
En effet, soit Zr,r, la série obtenue en remplaçant les u par 
leurs modules r. Sommons les N premiers termes de cette nou- 
velle série et soit u le plus grand indice p ou q qui figure dans 
ces N termes. Nous aurons 


[8 A 

[] 
Shi ST 
pq LT p 2 q 
N 1 1 


car le second membre comprend tous les termes du premier et 
d’autres termes positifs en plus. 

Mais les deux facteurs du second membre restent finis, par 
hypothèse, quel que soit . Donc la somme du premier mem- 
bre est bornée, et, comme elle augmente avec N, elle con- 
verge. Donc la série Eu,u, est absolument convergente. 

Il en résulte facilement qu’elle a pour somme ss’. En effet, 
on peut, en vertu du théorème du n° précédent, additionner 
ses termes dans l’ordre que l’on veut. On peut donc addition- 
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ner successivement tous les termes des produits s,S:, puis 
Suit Snt1, etc... et on obtient ainsi comme limite ss’. 

IT. Soient s = Zu, et s' = Xv, deux séries convergentes à 
termes réels ou complexes, dont la première au moins soit 
absolument convergente. Formons la série s'— Ew, dont le 
terme général, 


Wn Æ Un, + Un-1 Vo + °° U,Vns 


renferme toutes les combinaisons de deux indices dont la 
somme est (n.+ 1). Cette série converge et a pour somme ss’ 
(MERTENS). 

Désignons par r, le module de u,, la série Èr, sera conver- 
gente par hypothèse et aura une somme finie 5. Soient respec- 
tivement sh, Sn, Sn et 5, les sommes des n premiers termes de 
chacune des séries (u), (6), (w) et (r). 

Considérons la différence 8,5, — s3. On peut la mettre sous 
la forme 


Un Li U, (res “ta Vn) . RE +. Un (Vs + CZ ste LC 4 Vn) 


— U, (Sn — Sn_1) + Ua (Sn — Sn-2) + ++ + Un(Sn — S1). 


Soit n — p + q une décomposition de n en deux entiers. 
Nous pouvons partager la somme précédente en deux parties 


correspondantes, que nous écrirons chacune sur une ligne : 


(Sn — Sn4) + U3(Sn — Sn_e) + +++ + Upy1 (Sn — Sç) 
a 1 Los. gr Set) + met USA rage Si). 
On peut supposer q assez grand pour que toutes les paren- 
thèses de la première ligne aient leurs modules moindres 


qu’un nombre donné e si petit qu’il soit. Alors la somme de la 
premiere ligne a son module moindre que 


CRD ME TDir Pt) ee ii co, 


Cette somme est donc aussi petite que l’on veut avec &. 

Les parenthèses de la seconde ligne ont leurs modules 
moindres qu’un nombre fixe A, car la série (+) est conver- 
gente. La somme de la seconde ligne a donc son module 
moindre que 


ATpge + Tpts tte € Pp4g) A(Sp49 — Sp). 
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Cette somme a donc pour limite zéro quand p tend vers 
l'infini. 

En résumé, la différence s,s, — sx se compose de deux par- 
ties qui ont pour limite zéro quand p et q tendent vers lin- 
fiii. Comme on peut faire tendre p et q vers l'infini avec n, 
il vient donc 


nus lin ss esse 


REMARQUE. — Le théorème précédent ne subsiste pas en 
général quand les séries Êu, et Ë6, ne sont pas absolument 
convergentes toutes les deux. Toutefois, si la série £w, con- 
verge, elle a encore pour somme le produit des deux précé- 
dentes, comme on le montrera plus loin (n° 335). 


319. Théorème sur les séries alternées. — Une série réelle 
S —= 4% —d4) + 43 —. qui est alternée, c’est-à-dire dont les 
termes sont réels et alternativement positifs et négatifs, con- 
verge si ces termes vont constamment en décroissant en 
valeur absolue et ont pour limite zéro. Le reste de la série est 
de même signe et moindre en valeur absolue que le premier 
terme négligé. 

On a en effet, 


Son = (4 —%) E (sa) D (tro): 


Son mi (a, — v24) — ce — (Oon — don+1). 


Toutes les différences entre parenthèses sont positives. Donc 
S, est une somme positive croissante, et S11, qui est égale à 
Son + %n+1, Une somme positive décroissante. Leur différence 
tend vers zéro. Donc elles tendent toutes deux vers une même 
limite, intermédiaire entre les sommes paires et les sommes 
impaires. Appliquons cette conclusion à la série 


Ra = Æ [ant — Ange + Onts + +]; 


on voit que R, a le signe de son premier terme et est moindre 
que lui en valeur absolue. 


320. Théorème d’Abel.— Soient S = u, + üu, + :+ + Un +... 
une série convergente à termes réels ou complexes, sh la 
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somme de ses n premiers termes, et S la borne supérieure de 


Sn |. Soient ensuite «,, &,... An, une suite de quantités posi- 
lives non croissantes, ayant par conséquent une limite à ; la 
série 


S' = QU; F QU, re Raunnt + 


converge vers une somme 5 de module moindre que Sv,. 
Soit 5, la somme des n premiers termes de cette derniere 
série. On a, puisque Un = Sn — Sn—1, 


On = SA + (Sa — 83) + ++ + (Sn — Sn_1)0n 
et l’on en tire 
On — SnAn — S] (œ, AR do) ci So (4 — La) LirceSnet (on—1 #1 An). 


Quand n tend vers linfini, le second membre de cette équa- 
tion a une limite finie et déterminée, car la série qui a pour 
terme général Sh_1(4n_1 — «,) est absolument convergente. 
Celle-ci a, en effet, son terme général de module moindre que 
celui de la série positive convergente 


S(ai—— a) Sa —03) Eee =S[(e; x) +(u,—0x,) ++ |=S(u, — x). 


Donc 5, — Shan a une limite déterminée et le module de 
cette limite sera << S(a, — «). 

Comme, d’autre part, Sna tend vers sa, o, tend vers une 
limite déterminée 5 et l’on a 


[os |sal + S(a, — à) << Su + S(a, — a) = Sa. 


REMARQUE I. — La convergence de la série (5) subsiste 
même quand Eu, diverge, pourvu : 1° que 


Sn | ait encore une 
borne supérieure finie S ; 2° que o, ait pour limite 0. 

En effet, la différence 5, — S,%, a une limite finie et déter- 
minée comme dans le cas précédent. Ensuite | sh2, | qui est 
<< San a pour limite 0 (même si $&, ne converge pas). Donc 6, a 
une limite déterminée 5. 

REMARQUE II. — La convergence de la série (5) subsiste 
encore quand les quantités 4,, 4,,... dn,... SOnt croissantes et 
bornées, mais seulement si la série Lu, converge. | 
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En effet, soit à la limite (nécessairement existante) de «, ; 
la série (5) est alors la différence des deux séries convergentes 
ci-dessous, la seconde convergente en vertu du théorème 
d’Abel puisque à — , est décroissant : 


LUN TRQUSE LEE TIR EEE, 
a)u, + (a—0,)u, + + (a— 0») Un + 


(a 


EXERCICES 


1. Si les coefficients an sont non croissants et tendent vers O0 quand n 
tend vers l'infini, les séries 


LRU COS KT COS AXE A UICUE TU EN 
DPSITEX CD Sn REA ECO ENNITI CERE 


sont convergentes (sauf la première si x — 2kx). 
R. Conséquence du théorème d’Abel. 


2. Soit M,, M... Mn... une suite positive constamment croissante 
jusqu’à l’infini ; si la série Yun converge, on a (KRONECKER) 


1 n 
HE AM Peu =0: 
n=o Mn p._1 
R. Démonstration analogue à celle du théorème d’Abel. 
3. Si, pour n — æ les deux expressions : 
one 1 
— È ku,, = (SICHSCRR:  en) 
LE n 
ont des limites finies, la série Êun est convergente. Alors la limite de la 
première expression ne peut être que 0 (Exercice précédent). 
R. On remarque que sn est, à un facteur près qui tend vers l’unité, la 
somme des deux expressions considérées. 


4. Généralisation du théorème d’Abel. — Soit 5 2». 4, .… une suite 
de quantités positives et bornées ; quand la série Eux est convergente, la 
série Zu, l’est encore s’il existe une suite de quantités positives 1, 
Los ee Unes jouissant des deux propriétés suivantes : 1° l'expression 


ae tee Un 


Un 


\ 


Un 
garde une valeur finie et 2° l'expression 


B, = Pad À Modo eee À Un An 
Ba He te in 


varie constamment dans le même sens (ou est constante) quand n aug- 
mente (LA MAESTRA). 
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R. Soit Mr = + Mo +... + Ux; on a identiquement 
n n—1 ul ü M 
k k+1 nm 
Zu, — D Mk (ee ne Ur. 
1 _Hk Uk+1 Un 
ce qui prouve, eu égard à 1°, que la somme 
u (rs 
SM (= RUE sr) 
Mk Uk+1 


garde toujours une valeur finie. D’autre part, on a aussi 


n n=1 {uU u M 

; k k+1 out 
à Œ UE ») Mk ee 5 Jen + Un Br: 
1 1 Uk  Mk+1 Un 


Par conséquent, 6 désignant la limite existante de On; 


SE Su — pme ukHl tn 
pe PAT 6 »] UY = D Mk — Pk RS 0) + M M n (En — — f). 
1 1 1 Uk Wk+1 Un 


Quand n tend vers l'infini, le premier terme du second membre con- 
verge (théorème d’Abel) et le second tend vers zéro. Donc Y4, u, con- 
verge. En même temps, on a établi la transformation : 


eo] (eo) eo) u 
2 An Un = 6 Zun “= Sr | — ) (On — D G). 
1 1 1 TETE 
9. SOit A; Lo 5. An y... Une Suite de quantités positives et bornées 
dont chacune est inférieure (ou supérieure) à la sr arithmétique 
des précédentes ; si la série Zun converge, la série Êu,, u, converge aussi, 
à condition que nun soit borné (LA MAESTRA). 
R. Cas particulier du théorème précédent : On fait les p égaux à 


l'unité, On est la moyenne arithmétique de &, 1100 ie l’on a 


(o #)] D (o ] 
: An Un = D Un + 2 NU, — Un+41) (Pr — 5). 


Le théorème précédent subsiste quand Yun n’est pas convergent mais 
seulement borné, à condition que 4, tende vers 0, auquel cas 6 = (), 


S 1. Séries de fonctions 


Considérons d’abord une 


321. Convergence uniforme. 
série réelle, 


SÉARUERL ER SE Ein Ti 


= Sn + Lire 


dont les termes sont des fonctions d’une variable réelle x. Si 
la série converge pour toutes les valeurs de x dans l’inter- 
ralle (a, b), la somme s de la série sera une fonction de x. 
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Soit s un nombre positif donné, aussi petit que l’on veut. 
2 
Pour chaque valeur déterminée de x, la condition 


(1) Rae 


se vérifie pour tous les indices n supérieurs à un nombrefixe N, 
car cette condition sert de définition à s. Mais si on laisse x 
rariable, il peut se faire que N dépende nécessairement de x. 

Si, quelque petit que soit e, la condition (1) se vérifie pour 
tous les indices n supérieurs à un nombre N indépendant de x 
et pour toutes les valeurs de x dans l’intervalle (a, b), on dit 
que la série converge uniformément dans cet intervalle. 

Dans le cas des séries positives, la condition se simplifie. 
La convergence sera uniforme si la condition (1) a lieu pour 
une valeur de n indépendante de x, ne fût-ce qu’une seule. 
En effet, la condition sera vérifiée a fortiori pour les indices 
plus grands. 

La définition de la convergence uniforme s’étend d’elle- 
même au cas où les termes de la série sont des fonctions de 
plusieurs variables x, y,... Si l’on peut attribuer à ces varia- 
bles une infinité de systèmes de valeurs, la convergence sera 
uniforme si la condition (1) se vérifie pour tous ces systèmes 
quand lPindice n est supérieur à un nombre N indépendant 
des variables. Il suffira d’ailleurs qu’elle ait lieu pour une 
seule valeur de l'indice n indépendante des variables si la 
série est positive. 

Enfin les termes de la série peuvent aussi être fonctions 
d’une variable complexe 3 et nous entendons par là que ces 
termes sont déterminés pour chaque valeur de 3. Quand la 
série converge pour les valeurs de 3 comprises dans un cercle, 
la convergence sera uniforme pour cet ensemble de valeurs, 
si la condition (1) a lieu pour toutes ces valeurs quand n 
surpasse un nombre N indépendant de 3. 


322. Exemples de séries à convergence non uniforme. — 
On peut former facilement des séries qui convergent pour 
toutes les valeurs de x dans un certain intervalle, mais non 
uniformément. En voici deux exemples remarquables : 
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I. Considérons d’abord la progression géométrique de raison 
(1 — x) 


S—=X+XxX(1— x) + x(1 — x)? + +. + x (1 — x)" + 


Cette progression converge pour toutes les valeurs de x dans 
l'intervalle (0, 1). Si x est > 0, la raison est plus petite que 1 
et la progression a pour somme l’unité. Si x = 0, tous les 
termes sont nuls et la somme aussi. Donc s est une fonction 
discontinue de x, qui passe de 0 à 1 quand x passe de 0 à une 
valeur positive si petite qu’elle soit. 

Cette série n’est pas uniformément convergente. 

En effet, pour les valeurs positives de x, on a 


CES SES CEE) SES EE SEX); 


et, si n est constant, 
MARS (7 
ol) 


Il est donc impossible de satisfaire à la condition R, << 1 
par une valeur de n indépendante de x. 
IT. Considérons, en second lieu, la série 
S — ù x [net (n — 1)*e-@x], 
n=1 


On a, pour toute valeur positive de x, 


Se XIL CR d’où Slim 1) 
9 ) 


car une exponentielle est infiniment grande par rapport à une 
puissance. 

Pour x = 0, on a s, = 0 quel que soit n, et s = 0. 

Donc la série converge et l’on a s = 0 pour toute valeur 
nulle ou positive de x. Mais cette série ne converge pas uni- 
formément. En effet, 


RON S SL XN enr 


Si l’on pose x = 1 : n et que l’on fasse tendre n vers l'infini, 
x tend vers 0 et le reste, pris en valeur absolue, 


n 
[R; | = DEe 
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augmente indéfiniment avec n. Donc la convergence n’est pas 
uniforme dans un intervalle comprenant le point 0. 


323. Critère de convergence uniforme. — Une série de 
fonctions réelles ou complexes est uniformément convergente 
si les modules de ses termes ne surpassent pas les termes de 
même rang d’une série convergente à termes constants et 
positifs. 

Il est clair que, dans ce cas, le reste de la série de fonctions 
est de module moindre que le reste de la série à termes con- 
stants. Le reste R, de la série de constantes peut être supposé 
<< € en donnant à n une valeur convenable. Donc, en prenant 
ce nombre n de termes ou davantage dans la série de fonc- 
tions, le reste de cette série sera également de module < &. 
Donc la série converge uniformément. 


324. Continuité des séries uniformément convergentes. 
I. Si Les termes d’une série uniformément convergente sont 
des fonctions continues d’une ou plusieurs variables réelles 
ou complexes dans un domaine déterminé, la somme de la 
série est une fonction continue dans ce domaine. 


Posons s = S, + R, et désignons par As, As, et AR; les 
accroissements de ces trois quantités pour un système déter- 
miné d’accroissements de la ou des variables. On a 


AS — ÂShn Le AR; a AS? 2. (Le SE AR) FE Y he 


Nous allons montrer que les trois termes dans lesquels on a 
décomposé Às peuvent être supposés aussi petits que l’on veut 
avec les accroissements des variables. En effet, la conver- 
gence étant uniforme, on peut prendre n assez grand pour que 
les deux restes | R,| et | R; + AR, | soient plus petits qu’un 
nombre positif s donné d’avance si petit qu’il soit, quels que 
soient les accroissements des variables. Cela fait, s, qui est la 
somme d’un nombre limité de fonctions continues, est une 
fonction continue. Donc on peut rendre sa variation absolue 
<T e en rendant les accroissements des variables suffisamment 
petits. Donc la variation | As | sera < 3e, quantité arbitraire- 
ment petite. Donc s est une fonction continue. 
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La réciproque n’est vraie que pour les séries réelles et posi- 
tives : Lorsqu'une série de fonctions continues et positives ne 
converge pas uniformément, la somme de la série est discon- 
linue dans le domine considéré. 

Cest la conséquence du théorème suivant, qui est plus 
précis : 

IT. Si la série est réelle et positive, et si, étant donné un 
nombre positif +, il est impossible de réaliser la condi- 
tion | R; | € par une valeur de n indépendante des variables, 
La somme s de la série est discontinue, et son oscillation égale 
ou surpasse & en un point au moins du domaine considéré. 

Supposons, pour fixer les idées, que les termes de la série 
soient des fonctions positives d’une seule variable x dans un 
intervalle (a, b) et commençons par une remarque préli- 
minaire. 

Supposons que l'intervalle (a, b) soit partagé en deux par- 
ties. Si, « étant donné, la condition R, < € se réalise par une 
valeur n' de n indépendante de x dans la première partie, et 
aussi par une valeur n°” de n indépendante de x dans la 
seconde, elle se réalise dans tout l’intervalle par la plus grande 
des deux valeurs n’ et n”, car, les termes étant positifs, R, 
décroit quand l'indice augmente. 

Donc, si la condition R, << € est irréalisable dans l’intervalle 
(a, b) par une valeur de n indépendante de x, elle est irréali- 
sable, en vertu de la remarque précédente, dans l’un des deux 
intervalles moitiés de celui-là, puis dans l’une des moitiés de 
cette moitié, et ainsi de suite. Convenons, en cas d’ambiguité, 
de considérer la moitié de gauche. Nous formons une suite illi- 
mitée d’intervalles où la condition est irréalisable, chacun inté- 
rieur à tous les précédents et dont les amplitudes tendent vers 
zéro. Cette suite converge vers un point & de l’intervalle (a, b), 
compris dans tous les intervalles précédents. Ce point appar- 
tient donc à un intervalle aussi petit que l’on veut où la condi- 
tion R, < € est irréalisable par une valeur de n indépendante 
de x. Je dis que la somme s de la série est discontinue au 
point 6 et que l’oscillation de s en ce point surpasse &. 

En effet, on a s = s, + R, ; donc, la fonction s, étant con- 
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tinue au point 5, l’oscillation de s en ce point est la même que 
celle de R, quel que soit n. Mais pour n assez grand, R, est 
aussi petit que l’on veut au point £ et surpasse toujours € dans 
son voisinage immédiat. Donc l’oscillation de R, (ou de s) au 
point £ est au moins égale à e. 

Ces théorèmes conduisent à la conclusion suivante : 

III. La condition nécessaire et sufjisante pour qu’une série 
de fonctions continues et positives ait une somme continue, 
est que la convergeuce soit uniforme. 


325. Intégration des séries réelles uniformément conver- 
gentes. — Si Les termes d’une série réelle uniformément con- 
vergente sont des fonctions continues d’une variable réelle x 
dans l’intervalle (a, b), l'intégrale de la série dans cet inter- 
valle peut s’obtenir, par décomposition, en intégrant chaque 
terme de la série. 

D'autre part,si, au lieu d'intégrer dans l'intervalle (a, b), on 
intègre dans une portion variable (a, x) de cet intervalle, la 
série intégrale Sera encore uniformément convergente dans 
l'intervalle (a, b). 

Considérons, en effet, la série 


S = UC PU CE PALIN ESPN 


on aura, les fonctions s et R, étant continues (n° 324) et, par 
suite, intégrables, 


b b e b 
| SANTE | Sn AX + | RAR: 


(42 (22 


Faisons tendre n vers l'infini ; la convergence étant uni- 
forme, | R, | devient inférieur à tout nombre positif e, si petit 
qu'il soit, quand n tend vers l'infini, auquel cas on a 


| \R dx | CT ES 


Cette intégrale tend donc vers zéro quand n tend vers l’in- 
fini. Il vient ainsi 


D b b D 
| s dx = im | Sn AX — | HAE | Le AXES 


(22 n—=o a a a 
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Pour démontrer la seconde partie du théorème, on remarque 
que l’on peut remplacer dans cette relation b par une valeur 
x quelconque de Pintervalle (a, b). Alors le reste de la série 
intégrale a pour valeur absolue 


| % 
| | R, dx| << e(b — à), 
a 
ce qui prouve que la convergence de la série intégrale est uni- 
forme. 
REMARQUE. — Quand la convergence n’est pas uniforme, 


 l’intégrati me à ter est s toujours légitime. 
l'intégration terme à terme n’est plus toujours légitime. Nous 
allons le montrer par un exemple. 

Reprenons la série, considérée précédemment (n° 322) 


oo 
s = Xx[n°e"? — (n—1)etix] = 0, 
n=1 


dans laquelle x est nul ou positif. On a évidemment 


4 
|.s dx = 0. 


0 
Mais l’intégration terme à terme conduit à un résultat diffé- 
rent du précédent. On a, en effet, 


SA XIL CRT 


Si l’on intègre terme à terme, on trouve 


| (ee) 
Axes OnAx — | RENAN A à 


1 
lim | SAXE lim | 
0 


N— 0. J0 0 


tandis que l’intégrale de s est nulle. 


326. Intégration des séries positives. Une série de fonc- 
tions continues et positives dont la Somme est intégrable (au 
sens élémentaire) peut toujours être intégrée terme à terme 
dans un intervalle (a, b) fini ou infini. 

Supposons d’abord l'intervalle (a, b) fini. Si la somme est 
continue, la série est uniformément convergente (n° 324, III) 
et, par conséquent, on peut l’intégrer terme à terme. 

Si la somme est discontinue, elle n’admet, par hypothèse, 
qu’un nombre limité de points de discontinuité dans l’inter- 


valle (a, b). Nous pouvons admettre, sans nuire à la généra- 
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lité, que les seuls points de discontinuité soient «a et b. On a, 
sans difficulté, quelque petit que soit e positif, car on est dans 
le cas précédent, 


D—E D—3 °b 
| SUR | TAB pe | DEMI EE 
a+-E a+E a 


donc, à la limite, € tendant vers 0, 


b b 
| s dx < | Ati. 


a (42 


D'autre part, on a, quel que soit p, 


P b p rh 
S Zz ÊUm | sax > © | Un AX\; 
1 


a sl a 


et, par conséquent, à la limite, pour p infini, 


Jo) D 
| sdx=>"2 | DES TE Res 


a (22 
Donc l’égalité seule est possible. Mais, dans ce cas-ci, les 
deux membres peuvent être simultanément infinis. 
Si l'intervalle (a, b) est infini, si, par exemple a et b sont 
infinis tous les deux, on a, quelque grand que soit N, par ce 
qui précède, 


d 


N N 
| s dx = È | Un AX K à | Un AX 
IN —N —00 


et, à la limite, N croissant indéfiniment, 


a 


ee) 
| S'UX | IL NU 
—_—" 


—20 
Mais légalité seule est possible, car on obtient une relation 
de sens contraire en opérant comme dans le cas précédent. 


Si les termes d’une 
série réelle convergente sont des fonctions d’une variable 


327. Dérivation des séries réelles. 


réelle x ayant des dérivées continues, et si la série de ces 
dérivées converge uniformément dans un intervalle (a, b), la 
somme de la série des dérivées est la dérivée de la somme de 
la série primitive. 

Soient, en effet, s = Zu, la série primitive, et os = Zu, la 
série dérivée dont la somme est fonction continue de x (n°324). 


SÉRIES POTENTIELLES 


LE 


Faisons varier x de «a à b, on aura, en vertu du théorème 
précédent, 
X 


< è 
| D'UN ED | Ha dx — DEP FT (Un)a] ) 


«a CAL 
Pindice a signifiant qu'il faut faire x — a dans u,. Comme la 
série primitive converge par hypothèse, le résultat précédent 
peut se mettre sous la forme (n° 369) 


rx 
| sx = Eu — >) Tee (S)a 
a 


et, en égalant les dérivées des deux membres par rapport à x, 
s étant continue, on trouve 5 = s' comme le veut le théorème. 


# e e 
S 4. Séries potentielles 
328. Définition. — Les séries potentielles sont celles qui sont 
ordonnées suivant les puissances entières et positives de 3 — & 
où 3 est une variable et a une constante (réelles ou com- 


plexes). Elles sont de la forme 


Go + Az — à) + a,(z 


HIER EEC, CRACT) AE EE 


OÙ y, A... An... sont des coeflicients constants (réels ou 
complexes). 
En posant 3 — a — x, elles prennent la forme 


(1) Go + EX + AX? + ce + AnX + = ZanX". 

C’est sous cette forme que nous allons les étudier. Ces séries 
jouissent de propriétés qui leur seront propres et elles ont une 
importance exceptionnelle. 

Dans les démonstrations suivantes, nous désignerons, en 
général, par r le module de x et par «,, &,,..1 æ, ceux de &,, 


LÉO 


329. Cercle de convergence. — Considérons la suite des 


Ur 
An ER 


quantités : 


Pro A Le ol ET ETC 


re 


Trois cas peuvent se présenter : 
1° Si s, a pour limite zéro pour n infini, la série positive 
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so" converge pour toute valeur positive de r en vertu du 
critère de première espèce de Cauchy (n° 311), car, u, étant 
le terme général de cette série, on a, quel que soit r, 


n n 
lim Vu TITI Van" — Jim prr = 0. 


Donc la série Za,x" est absolument convergente pour toute 
valeur réelle ou complexe de x. On dit, dans ce cas, que la 
fonction définie par la série (1) est une fonction entière de x. 

2° Si &, peut surpasser tout nombre assignable quand n varie, 
la série Za,x" diverge pour toute valeur de x autre que zéro, 
car le module, (2,r)', de son terme général n’a pas pour 
limite zéro. 

3° Quand aucune de ces deux hypothèses ne se présente, 0, a, 
pour n =, une plus grande limite (n° 15) finie et positive L, 
c’est-à-dire que, quand n augmente indéfiniment, &, devient 
définitivement inférieur à L + e et ne devient jamais définitive- 
ment inférieur à L — e quelque petit que soit le nombre posi- 
tif. Posons L = 1 : R ; je dis que la série positive Zu, = X,r" 
converge si r est < R et diverge si r est > R. 


En effet, si r est <7 R, on peut poser r — Tee d’où 
Kris On 
Are 


Cette expression devenant définitivement inférieure à un 
nombre fixe (L + €) : (L + 2e) << 1, la série converge en vertu 
du critère de Cauchy. 


Au contraire, sir > R, on peut poser r = ——, d’où 


AR hr — —- 

Cette expression ne devenant jamais définitivement < 1, le 
terme général u, n’a pas pour limite O. 

Donc la série £a,x" est absolument convergente pour toute 
valeur (réelle ou complexe) de x dont le module est < R, et 
elle diverge pour toute valeur dont le module est > R (le terme 
général n’ayant pas pour limite zéro). 


SÉRIES POTENTIELLES 419 


Le cercle de rayon R décrit autour de l’origine s’appelle le 
cercle de convergence : la série Za,x" est absolument conver- 
gente à l’intérieur et elle est divergente à l’extérieur du cercle. 
Sur la circonférence elle-même, il y a doute ; la série converge 
ou diverge suivant le cas. 

D’après ce qui précède, le rayon du cercle de convergence 
est l'inverse de la plus grande limite de non. Donc, en parti- 
culier, si "Van & une limite, cette limite est l’inverse du rayon 
de convergence. 

REMARQUE. — Le rayon de convergence est aussi égal à la 
limite, quand elle existe, du rapport on : 4n11. En effet, soit R 
cette limite ; le critère de seconde espèce de Cauchy s'applique 
alors à la série Zu, = XZe,r", il vient 


Un+1 dis Tree rs r 


donc la série converge ou diverge selon que r est << ou > R. 


330. Théorème. — Une série potentielle converge unifor- 
mément dans tout cercle de rayon à <° R décrit autour de 
l’origine, et elle a, par conséquent, pour somme une fonction 
continue de x dans ce cercle. 

En effet, la série à termes constants et positifs 24,2" est con- 
vergente par hypothèse, puisque © <° R. Les modules des 
termes de la série Ÿa,x" ne peuvent surpasser les termes cor- 
respondants de la série précédente dans le cercle de rayon ». 
Donc cette série converge uniformément (n° 323). 


331. Fonctions analytiques. — A l’intérieur du cercle de 
convergence, une série potentielle définit donc une fonction 
de la variable complexe x. Les fonctions qui peuvent être ainsi 
définies par des séries potentielles, portent le nom de fonctions 
analytiques. Ce sont les plus importantes, mais leur étude ne 
sera pas approfondie ici. 

La dérivée f'(x) d’une fonction analytique f(x) est, par défi- 
nition, la limite du quotient 


f(x + h) — f(x) 
h 
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quand À tend vers zéro par une suite de valeurs réelles ou 
complexes quelconques. Le théorème suivant prouve lexis- 
tence de la dérivée pour toute fonction analytique : 


332. Théorème. — Soit f(x) = Xa,x" une série convergente 
dans un cercle de rayon R ; la série dérivée Ena,x"—" sera 
convergente dans le même cercle que la première el aura 
pour somme f'(x). 

Soit x üun point quelconque situé dans le cercle de conver- 
gence. Considérons la série convergente à termes positifs 


F(r) = Dar. 


Donnons à r un accroissement positif 0, assez petit pour que 
r + à soit encore < R. La série F(r + 0) sera encore conver- 


gente el l’on aura 


F(r +) —F{r) _, (r+)"—7" 


“In S 
O (0) 
: n(n—1).  ., 
(1) = Dan nr"! Ê 15 in —2 + +7 


Donnons à x un accroissement variable h, réel ou complexe, 
et formons l’expression, analogue à la précédente, 


HU + h) — TX) RTE (x + h}? — x" 
CT IT er CUT 
D h 


(2) Unix Ut LG mr] RTE ES 
1.2 | 

La comparaison des séries (1) et (2) montre immédiatement 
que si | À | est 5, tous les termes de la série (2) ont leurs 
modules moindres que les termes correspondants de la série (1) 
qui sont constants et positifs. Donc, si h tend vers zéro, la 
série (2) converge uniformément (n° 323) et est fonction con- 
tinue de À (n° 324). Sa limite pour À — 0 se confond avec sa 
valeur pour À = 0. En faisant tendre À vers zéro, l'équation (2) 
donne donc, à la limite, 


MEN DN O ler 
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333. Théorème d’Abel. — Si la série Ya,x" converge pour 
une valeur réelle (positive ou négative) x, de x, elle converge 
uniformément dans l'intervalle (0, x,) et elle a pour somme 
une fonction continue de x dans cet intervalle. 

Le reste R, n’est autre chose que la série 


HA = XD + Un CE - .. 
La série proposée étant convergente pour x = x, par hypo- 


thèse, à tout nombre positif : donné, si petit qu’il soit, corres- 
) à ) >) 
pond un entier N assez grand pour que la condition 


MON AU EUX CS HEC EX ire [Eee 


ait lieu, quel que soit p, pouvu que n soit > N. 
D'autre part, si l’on a : soit 0 Lx < x, soit x, < x < 0, la 


x \" x n+1 x n+p 
| | | ie | ‘ 
X; X; X; 


est positive, stationnaire ou décroissante. Donc la série 


suite 


x \n mA x n+1 
af) +- Œn+A1X1 | se Etre = AnX" ie FhATE THE + 
l FA 
œe (n° 320) et sa somme est < & Æ hr ortiori 
converge (n Sa S S ZA ben PEUT TOTLLOT LES 
RO 
On a donc | R, | << « quel que soit x, et la série proposée 


eo 
. 


converge uniformément dans l’intervalle (0, x). 
te) 5) Il 


334. Sur l’emploi du théorème précédent. — Le théorème 
d’A bel sert le plus souvent à étendre aux points de la circon- 
férence du cercle de convergence des relations établies dans 
l’intérieur seulement de ce cercle. 

Supposons que l’on ait, dans l’intérieur du cercle, 


HER XE 


et que f(x) soit continue en un point X de la circonférence. La 
relation précédente subsistera au point X, pourvu que la série 
converge en ce point. 

Soit, en effet, r une variable réelle comprise entre 0 et 1 ; 


on a, par hypothèse, 


f(rX) = EauX")r?. 
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Faisons tendre r vers l’unité, on aura, en vertu du théorème 
d’Abel, 
f(X) = ZanX 


Consi- 


335. Application à la multiplication des séries. 
dérons deux séries convergentes à termes réels ou complexes : 


SO Tre SAR 


Formons la série s” — 2w, dont le terme général est 
Wa TU Un Va Let Unes 


THÉORÈME.— Si la série Èw, converge, elle a pour sommess’. 
En effet, les deux séries : 


c(x) = Zu,x”, Ux) = E0,x?, 


sont convergentes pour x=1. Donc leur rayon de convergence 
est au moins égal à 1 et elles sont absolument convergentes si 
| x | est 1. On a donc, sans difficulté si | x | est 1 (n°318), 


o(x)b(x) = Ewnxnri, 


Faisons tendre x vers l’unité. On aura, par le théorème 
d’Abel, 
lim o(x) = 5, lim d(x) = 5’, lim 26, x TL = DO se 
Donc s' = ss". 


336. Théorème. Série illimitée de Maclaurin. — Une fonc- 
lion réelle ou complexe ne peut être développée en série 
potentielle que d’une seule manière. 

En effet, soit f(x) la somme d’une série potentielle, conver- 
gente dans un cercle de rayon R : 


TX) A RE EE RER CL RICE 
En dérivant successivement, il vient, dans le même cercle, 


f'(x) = 4, + 24,X 22 34,X° HR 
f(x) = 24 + 2,3a.x +. 
f(x) — 2.34; Ar Ps 
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Posant x — 0 dans ces équations, on en tire successivement 


f'(0) f"(0) 
— (0), = [:(0); EN FU TOTE 3 — or 
Donc tous les cofficients de la série sont déterminés. En 
substituant ces valeurs dans la série, il vient 


LOTO FO) PO) FCO) 


1e f 

C’est la série illimitée de Maclaurin. Nous retrouvons donc, 
par une autre voie, la loi de formation des coefficients succes- 
sifs obtenue au n° 77. Tandis que nous avons raisonné là sur 
un nombre limité de termes, nous avons raisonné ici sur des 
sommes prolongées à l’infini. Mais tandis que, les variables 
étant réelles, la formule limitée du n° 77 ne suppose que 
l'existence des dérivées de f(x), celle que nous venons d’ob- 
tenir n’est nullement démontrée pour une fonction f(x) quel- 
conque. Elle ne l’est que pourvu que le développement soit 
possible. 


337. Nouvelles expressions du terme complémentaire de 
la formule de Maclaurin. 


Le procédé qui se présente immé- 
diatement à l’esprit pour reconnaitre si une fonction f(x) 
d’une variable réelle peut s'exprimer en série potentielle, 
consiste à développer f(x) par la formule limitée de Maclaurin 
et à vérifier si Le terme complémentaire tend vers 0 quand le 
nombre n des termes augmente indéfiniment. S'il en est ainsi, 
en faisant tendre n vers l’infini, on obtiendra l’expression de 
f(x) en série illimitée. 

Ceci nous amène à chercher une nouvelle forme du terme 
complémentaire ou du reste. Nous allons l’obtenir en nous 
servant du calcul intégral. 

Soit f(x) une fonction, continue ainsi que ses dérivées 
jusqu’à l’ordre n, d’une variable réelle x. En faisant une pre- 
mière intégration par parties, on a 


f(x) — (0) — \ rx —_ t)dt = xf'(0) + \ re _—_ tjtdt. 
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On peut faire une nouvelle intégration par parties portant 
Fe) 
sur tdt, et continuer ainsi de suite en faisant toujours porter 
l'intégration sur la puissance de t. Après n — 1 intégrations 
te) D 
par parties consécutives, on obtient 


xn— 1 
(ne) 


COEUR D (0) Ru 


(1) 1 x 
RER "(R) (4 n—_1 | 
Re = — y (x — à) tt dt: 


C’est la formule de Maclaurin avec l’expression exacte du 
reste. Par le changement de variables { = x (1 — u), le reste 
s'écrit aussi 


n 1 
(2) En — * | fo(ux) (1 —u)"! du. 
(n — 1)! Jo 
Au moyen du théorème de la moyenne, on peut obtenir des 
expressions plus simples du reste, mais qui ont l’inconvénient 
de renfermer une quantité inconnue Ü comprise entre 0 et 1. 
Si l’on fait sortir f(U(ux) du signe d’intégration, on trouve 


x" 
Ines mers f(x). 
n | 
’est l’expression connue (n° 77). 


S 5. Développement des fonctions réelles en séries 
potentielles. Discussion du reste 


338. Considérations générales. — Lorsqu'on se propose de 
développer en séries potentielles des fonctions qui dépendent 
d’une variable complexe, il existe des principes généraux qui 
permettent de supprimer à peu près toute discussion. Ces 
principes font l’objet de la théorie des fonctions d’une variable 
complexe. Pour le moment, nous considérons exclusivement 
les variables réelles. Pour obtenir le développement de f(x) 
en série potentielle, le procédé le plus élémentaire consiste à 
passer de la formule limitée de Maclaurin à la formule illimitée 
en faisant tendre n vers linfini. 

Il faut démontrer que le terme complémentaire tend vers 
zéro. C’est à cela que servent les expressions générales de ce 
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terme que nous avons fait connaitre au n° précédent. Mais la 
discussion est loin d’être toujours facile sur ces expressions 
générales. Elle est simple pour les fonctions e*, sin x, cos x 
Elle l’est déjà moins pour les autres fonctions élémentaires, et 
pour les fonctions plus compliquées, elle est le plus souvent 
impraticable. 

Heureusement, pour la plupart des fonctions, on trouve des 
expressions particulières de R,, non comprises dans les for- 
mules générales, et qui se prêtent à une discussion plus facile. 
C’est ce que nous nous proposons de montrer dans le para- 
graphe actuel. 

A côté du procédé qui consiste à passer ds la série limitée à 
la série illimitée, il y en a un autre, infiniment plus riche en 
ressources. On pose «a priori la série illimitée et l’on démontre 
directement, au moyen de ses propriétés particulières, qu’elle 
a pour somme f(x). Ce procédé est moins élémentaire que le 
premier, mais il est plus intéressant et, pour en faire saisir la 
portée, nous commencerons par l’appliquer aux fonctions e*, 
sin x et Cos x. 


3839. Fonction exponentielle. — Considérons la série 


En vertu du second critère de Cauchy (n° 311), elle est abso- 
lument convergente pour toute valeur de x. En effet, le module 
de Un11 : Un est égal à | x | : n et tend vers zéro avec 1 : n, 
quel que soit x. Cette série jouit de la propriété de se repro- 
duire par dérivation et l’on a f(0) = 1. Ces deux propriétés 
suffisent pour montrer que la série a pour somme e*. En effet, 


D'fx) em |) f(x) lent 0: 
Donc f(x)e-* est une constante. Faisant x = 0, on voit que 


cette constante est 1. Donc f(x) — e*. 


340. Fonctions circulaires. — Considérons les deux séries, 
dont la seconde est la dérivée de la premiere, 


UE 
HE rev 0e AG ml nr 
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Elles convergent pour toute valeur de x comme la précé- 


dente, et l’on a 
d'(x) = — (x),  #(0)=0,  #(0) = 1. 


Je dis qu’il en résulte (x) — sin x. 
Il suffit de remarquer que l’on aura nécessairement 


o(x) cos x — v'(x)sin x = 0, 2(x) sin x + v/(x) cos x = 1. 


En effet, les premiers membres sont des constantes, car 
leurs dérivées s’annulent en vertu des propriétés de +. En fai- 
sant x — 0, on voit que ces constantes sont 0 et 1. On tire alors 
des deux équations précédentes o(x) — sin x et 2’(x) = cos x. 


841. Séries logarithmiques. — Pour développer Log (1+x), 
cherchons une expression particuliere du reste R,. Pour cela, 
partons de l'identité 

| ER { A (— x)" ue (— X)S Le (— X)T 


NT IE 
T+x (eee) Ne Eu 


Intégrons les deux membres de 0 à x, ce qui suppose x> —1; 
l'intégrale du dernier terme sera R,;. Il vient ainsi 
XADREXS x 


| : RL en LU (no lt E 
(1) Log (1 + x) = x 5 +3 + (—1) nr +R. 


Servons-nous du théorème de la movenne pour simplifier 
: P P 


R, ; nous pouvons écrire 


os Lt X xx _(— 1)" x+1 | 
me fRR QE pci 


Donc R;tend vers 0 su xl est OL OUSI x TSX Ne 
la série devient Zn! et diverge. Donc le rayon de convergence 
de la série (1) est égal à l’unité. 

La fonction Log (1 + x) est donc exprimable en série illi- 
mitée de Maclaurin si l’on a (— 1 < x < 1), et la série illimitée 
diverge dans les autres cas. 

Faisant x = 1, on obtient la série (non absolument conver- 
gente) 
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LA 


X : .. 
peut immédiatement se 
— X 


il 
Le développement de Log nl 


déduire de celui de Log (1 + x). On peut aussi l’obtenir comme 
il suit par un raisonnement analogue au précédent. On a 
{ 1 — x? + x? n—1 x?" 


a = : 2k : 
EE DIE X EEE 
TE 1 0 Aix? 


On multiplie par 2 et l’on intègre de 0 à x ; il vient 


6) PNA 2n—1 


x 
2) Log pie RE MOT 
(2) 08 + — ae Do nn 
x x2n dx 2 x2n+1 
R=2| = EPS NNENT 


et R, tend vers 0 si x est compris entre — 1 et + 1. Dans les 
autres cas, la série infinie diverge. 

C’est la série (2) que l’on applique au calcul des logarithmes 
des nombres entiers. On fait 


RE st, d’où Je ee 
HR (Peer A Er 
et l’on choisit les entiers p et q de maniere que | x | soit < 1. 
On a 
DNS Dei LT Dei) 
1° O° — L O° NE pres AE 
dr es ele | 


Cette formule suffit pour le calcul des logarithmes des nom- 
bres entiers, car elle fait dépendre le calcul du logarithme de p 
de celui d’un nombre inférieur q, et le logarithme de 1 est 
connu. En particulier, si p = 2, q = 1, il vient 
A et 1e 
9 D D 157 


Cette série, à convergence rapide, convient beaucoup mieux 


Log 2 = 2 | NO 


au calcul de Log 2 que la précédente qui converge lentement. 


342. Développement de l’arc-tangente. — Ce développe- 
ment s’obtient comme le précédent. Partons de l'identité 


{! = 1—(— x?) + (— Ai n—=— 


1 (es x?" 
ne FSI \R 
T+x (ent) re M 


MAIRE EE 
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Intégrons-la de 0 à x ; il vient (0 << 6 < 1) 


te. LD EX. , xml 

% RAR NE SE AT Deer EN 
+ A \n EX UX Île (— 1)* x2n+1 
F7 HE (— 1) |. 1 +x? | 25 Ox°2n +1 


Le reste R, est inférieur en valeur absolue au premier terme 
négligé ; ainsi il tend vers 0 si 


x | ne surpasse pas l’unité. 
Donc arc tg x est représenté par la série illimitée si x varie 
entre — 1 et 1, limites comprises. Le rayon de convergence 
est égal à l’unité, car c’est celui de la série dérivée Z(— x°}". 
En particulier, pour x = 1, on trouve la formule de Leibniz 

T 1 Î 


Aie D MARS CE 


Calcul de r. 


La série (3) peut servir au calcul de x de la 
manière suivante. On calcule d’abord Parc + dont la tangente 
est 1 : 5. La formule donne 


Fe 2tg2g 120 
1 1—ig2% 119 


1 + ig4v 239 


On conclut de là, par la formule (3), 


À rte CELA 5 (5) + 5 625) — 
Ÿ 4 939: 3 \939 5 |239 


On obtient ainsi la formule de Machin : 
| (| 14/%411\* JU | AAA 
6) +e as Gi) + 


343. Série du binome. 


Si m est égal à zéro ou à un entier 
positif, on sait par l’algèbre que (1 + x)" se réduit à 1 ou se 
développe en un polynome ordonné suivant les puissances de x. 
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Laissons ce cas de côté. Soit m un nombre posilif non entier 
ou un nombre négatif. Considérons la série illimitée 


co 
DU = 1 + mx + mx? + + maxtæ+ 
1 


dont les coefficients, formés comme ceux du binome, sont 


EL m(m—1)...(m—n+1). 
4 ON À 


aucun des coefficients ne sera nul. 

Le rayon de convergence est égal à la limite existante du 
rapport de deux coefficients consécutifs pris en valeur absolue 
(n° 329). IL est donc égal à l’unité, car on a, pour n infini, 


n +1 | de 
m—n| 


La série converge si | x 


CSM AIVerEE STI EXRIReS LR 

Quant au cas où x = + 1, nous l’examinerons au n° 345. 
Nous allons maintenant prouver que si | x | est << 1, La série 

du binome a pour somme (1 + x)'""et en déterminer le reste R,,. 
A cet effet, soit f(x) la somme des n premiers termes : 


(XX) = LME MX HE ee Lim xt 


En observant que deux coefficients consécutifs satisfont à la 
condition 


Mn — (Mm—n +1)m; 1 = 0, 


on vérifie de suite l’identité 
mf(x) — (1 + x)f'(x) = (m—n.+1)mar xt! = nmixt 1. 
En vertu de cette identité, on a 


D 1 Ce) (LH x) f(x) — mf(x) _ TITRE 


(1 JE Saut (1 + NU) s (1 ne X) TN ; 


d’où, en intégrantde 0 à x (ce qui suppose x > —1 si mest > 0), 


Le xn—1 dx 
0 (1 + se) HO 


f(x) : 
(4) PÉRRATR (nm, | 
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et, en remplaçant f(x) par son développement, 


(LPX)A=TEMXE MX Piment 
x  xi—1 dx 
0 (1 + x) TE 


(5) 
R, = nm(l + x)"| 


En faisant sortir le dénominateur du signe d’intégration par 
le théorème de la moyenne, on obtient l’expression simplifiée 


(1 4- ue 


(6) Ry = MX (A + Exp 


(04040): 

Si x est > — 1, cette expression montre que R, tend.:vers 
zéro, avec le premier terme négligé m,x'", dans tous les cas de 
convergence, donc, en particulier, si x est aussi < 1. 

CAS PARTICULIER. — Si (m + 1) est positif et << 1, on peut 
encore mettre l’expression du reste sous une forme utile. 
Supposant toujours x > — 1, on a, par le changement de la 
variable d’intégration x en {x, et grâce aux deux hypothèses 
précédentes, à étant compris entre 0 et 1, 


CENT LU TIRE A (Red À 21} 2 RS un 7 


À (1 mm x)"mri o(l ra ix)mt1 —\ À o( ts tpm ai nm, , 


la derniere intégrale se calculant par parties. 
Portant cette valeur dans (5), on obtient la formule suivante, 
qui suppose donc m négatif et > — 1 : 


(1) Ra = 0(— x) (1 + x) (0LI< 1). 


344. Ordre de grandeur des coefficients de la formule du 
binome. — Nous allons montrer que l’on peut poser 


Rh 


(8) ml nr 


h, tendant vers une limite finie et différente de 0 quand n tend 
vers l'infini. 


A cet effet, observons que lon a (n étant supposé > m +1) 


Mn 


m + 1 m+1 
Mn1 


D'ailleurs, en développant suivant les puissances de (1 : n) 
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par la formule de Taylor et en s’arrêtant au deuxième ordre, 
on peut poser, À, gardant une valeur finie quand n tend vers 
l'infini, 


ul 
Log! — HAN) Log 1 de ; }= —. 
Il vient donc 


| Mn | 5 
| Mn1 | de 


ne dE 


n 


de Àn m+1 M 
—(m+1) Log(=)+ A | n | Aa 
TRE 


Faisant n = 2,3, ... n et multipliant les résultats entre eux, 


on à 
ny 
| Ma | = | 2 ja je ke 
ra nr j 
d’où, en comparant à la formule (8), 
n À& 


3 n m1 so 
ha = |m, || — CRU 
PE HOME + 1 
Cette quantité tend pour n = « vers une limite finie et non 
nulle, car 2n : (n + 1) tend vers 2 et la série X(}, : n°) est con- 
vergente comme X(1 : n°). Notre formule (3) est donc justifiée. 


345. Cas de convergence de la série du binome quand 
X = + 1. — Si l’on fait x = + 1 dans la série du binome, elle 
devient (les signes se correspondant) 


Em +Mm EM +M, +: 


Si m est positif, la série est absolument convergente comme 
latsérie 2(hr ; nm): 

Si m est < — 1, le rapport | mn: Mn_1 | est S 1, les termes 
ne tendent pas vers 0 et la série est divergente. 

Reste donc à examiner le cas où m est compris entre — 1 et 0. 
Dans ce cas, les termes vont constamment en décroissant en 
valeur absolue, car le rapport | mn : Mn_1 | est << 1 ; et les 
termes tendent vers 0 comme h, : n"Tt, de sorte que la con- 
vergence ne peut être absolue. La série converge pour x= +1, 
auquel cas les termes sont à signes alternés ; elle diverge si 
x = — 1, auquel cas les termes sont tous positifs. 
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REMARQUE. — Si m est positif et x égal à — 1, l'expression 
(5) de R;, (n° 343) prend la forme 0. æ, ce qui permet de se 
débarrasser du signe d'intégration. On fait tendre x vers — 1 
et l’on applique la règle de l'Hospital à Pexpression mise sous 
la forme œ : œ; on trouve 


fr (1 + N) es xn—1 dx (ee 1)" 
GRR ENTRE ; 


(9) RA; = nm, lim 


346. Développement de l’arc sinus. — Remplaçons x par 


6 il 
— x*, faisons m = — 5 dans la formule du binome et prenons 


la valeur (7) du reste ; nous trouvons 


n—1 CAN AI (5 2n 
Î RATES (2k 1)! ox IX 


10 ie 
( ) y/1 _—_ x? j (2k)!! V 1 Tee 


en désignant par k!! le produit des entiers non supérieurs à k 
et de même parité que k (n° 187). Intégrons de 0 a x, il vient 


1 a, DK AT} xX2Kk+1 x x dx 
(LP) MAT SIN EEE (2k ) | 


D * PK) 9 KA 01 — x? 


ce qui montre que l'arc sinus est développable pour toutes les 
valeurs de x entre — 1 et + 1. Mais le développement reste 
légitime à ces limites, car, si x = 1, on a (n° 188) 


| x" dx _(2n—1)l! + 
0 VA RER DÉFAUT 


et cette quantité tend vers 0 avec le coefficient de x°" dans la 
série (10). 
On peut donc faire x = 1 et l’on trouve la série : 


: 2 (0 et MINE 
RPpRESS 
RP ENT MAT 


347. Développements en séries des intégrales elliptiques 


complètes (n° 255). — Soit k° une quantité << 1 ; en remplaçant 


x par k sin + dans la formule (10), il vient 


: ! Hi D sin°o + ln MATE 
1 — k?sin° | 2.4 
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Cette série converge uniformément dans tout intervalle en 
vertu du théorème du n° 323, car elle converge si sin o = 1, 
ce qui maxime tous les termes. Intégrons-la donc de 0 à x : 2, 
il vient 


T 
2 d'2 T 1 \: (es 
F,(k) — LR PE LIEN ke + |. Je |: 
1 (R) \ V1 — k’sin°’e | d Li 2.4 


D'autre part, en remplaçant x par k°? sin* + dans le dévelop- 


pement de V 1 + x, on trouve la série, uniformément conver- 
gente pour toute valeur de ©, 


; 129 
GARE Le 5 4 çX Sin g— 


2 il 
V1—k?sin°o MES CUS 


et, en intégrant de 0 à rx : 2, 


Mal Eee Le 1.3 LU CU 100) Re 
2 2 2.47) 3 2.4.6] 5 


Toutes ces séries convergent rapidement si k est petit. 


E, (k) = 


S 6. Fonctions entières élémentaires 


Exponentielles imaginaires 


348. Définitions. Formules d’Euler. — Nous savons (n° 339 
et 340) que, z étant réel, on a 


{ “s 3" Ÿ 1)" au n Ÿ [AL cr 
Cos3=2(— 1)", sinz=2(— 
Las MTL ï al ) (2n)! 4 7 ) (AruEenL) it 


Ces séries convergent pour toutes les valeurs réelles ou 
complexes de 3. Elles définissent donc des fonctions entières 
(n° 329). Il est naturel de conserver, pour représenter ces 
fonctions, les mêmes symboles dans le cas où la variable est 
complexe que dans celui où elle est réelle. Nous prendrons 
donc les équations (1) comme définitions de e*, sin z et cos z 
pour toutes les valeurs, réelles ou complexes, de 3. 

On vérifie directement que l’on a par ces définitions 


(2) COS (— 3) = cos 3, Sin (— 3) = — sin 3, 


(3) e’i= cos 3 + i sin 3, et — cos 3 — i sin z 
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De là, Les formules fondamentales d’Euler ; 


IN dite 
(4) 00$ 3 — St (et +e—), sin 3 — Ch ei) 


quirameénentles fonctions circulaires à la fonction exponentielle, 


349. Généralisation des propriétés fonctionnelles de l’ex- 
ponentielle et des fonctions circulaires. — En dérivant les 
séries (1), on obtient immédiatement, comme pour 3 réel, 

(H) D EE er, D.cos 3 — — sin 3, D.sin 3 = 3. 

Les régles de dérivation des fonctions composées subsistent 
sans difficulté quand les variables sont complexes, car la 
définition formelle de la dérivée est la même que quand les 
variables sont réelles. 

Remplaçons, dans la série ef, 3 par la somme 2+ 7 de deux 
quantités complexes, On peut ordonner la série ainsi obtenue 
suivant les puissances de 3. En effet, quand on a remplacé 
toutes les puissances de (3 + z') par leurs développements, la 
série demeure absolument convergente. Elle converge effecti- 
vement quand on remplace z et z' par leurs modules r et r’, ce 
qui donne une série à termes positifs. Or, dans une série 
absolument convergente, l’ordre des termes est indifférent 
(n° 317): | 

Le développement de et suivant les puissances de 3 est 
donné par la formule de Maclaurin. Comme toutes les dérivées 
sont égales à e*’ pour 3 = 0, il vient 

z? 
12 


(6) ext! — e2! £ “is + de _ -) — et ef. 


Donc toutes les propriétés fonctionnelles de l’exponentielle 
réelle s'étendent à l’exponentielle imaginaire, car elles se 
déduisent de l’équation précédente et de la condition e° — 1. 

On vérifie l'exactitude des équations 


(1) sin (3 + 3) = sin 3 cos z' + cos z sin Z, 


cos (3 + z') = cos 3 cos 3/— sin 3 sin Z/, 


en remplaçant les sinus et les cosinus par leurs expressions (4) 
et en tenant compte de l’équation (6). Donc toutes Les propriétés 
fonctionnelles des lignes trigonométriques réelles s’étendent 
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au domaine complexe, car elles se déduisent des relations 
précédentes en y joignant les équations (2) et les conditions : 


À T T 
SOU EAU ‘cos 0 = 1, sin — = {, COS — = (, 
: 2 2 


350. Décomposition des fonctions précédentes en leurs 
parties réelles et imaginaires. — Soit 3 = x + yi, x et y étant 
réels. Il vient, par les équations (6) et (3), 


(3) ef = e*tri — eXeri= e*(cos y + i sin ÿ). 


Cette formule montre que ef a pour module e*et pour argu- 
ment y. Comme e* ne peut s’annuler x étant réel, e° ne peut 
s’annuler pour aucune valeur réelle ou complexe de z. 

L’équation (3) montre que e* est une fonction périodique de 
période 2ri, c’est-à-dire que si k est entier, l’on a 


(9) ez+?2KTi 2 e=. 


Réciproquement, si l’on a e%+ — e%, 3 sera un multiple 
de 2ri. En effet, cette équation donne 


et(e7— 1) —=0, d’où e° = 1, e*(cos y + i sin y) = À, 


d’où x — 0 et y = 2kr. 
Les équations (7) et (4) donnent maintenant : 


sin (x + yi) = sin x cos yi + sin x sin Yyi 
e + ee” Fo A AR qu 1 


—= SIN X + 1 COS X° ——— 
2 . 


COS (X + Yi) = cos x cos yYi — sin x sin yi 
CNET X eŸ — e 


COS 1 SIT X 
2 2 


Les modules du sinus et du cosinus se déduisent de là : 


e+ey\?. er —e y\2 
| Sin? 3 | = {[———— | sin? x + [| cos? x 
2 2 
CR Carte 
= in? 
= (ee) + Sin” X, 
e> + eY\? e— eY\?, 
COS? 3 | = | —— | cos? x + [—— — |) sin? x 
2 2 
CE er. \° 
= (2) + cos? x. 


di: DUT RS OPÉRANT 
à: DU DU) ci VAR 


436 CHAPITRE XI. SÉRIES 


Ces formules montrent que le sinus et le cosinus ne peuveut 
s’annuler que si y—0. Donc toutes les racines de ces fonctions 
sont réelles et, par conséquent, elles sont connues. 


351. Fonctions hyperboliques. On appelle sinus et cosi- 


nus hyperboliques les deux fonctions : 
sin i3 e° — e e5 + e—= 


(10) shz — : — 9 MOUSE CORRE 5 


Ces fonctions ont pour dérivées : 
D. shz = ch, DChz=eSnEe 


Elles satisfont à toute une série de formules analogues à 
celles de la trigonométrie ordinaire. La trigonométrie hyper- 
bolique n’est pas distincte de la trigonométrie ordinaire. A 
toute formule de celle-ci correspond une formule de la premiere, 
qui s'obtient en rendant les variables purement imaginaires. 
En vertu des formules (10), le principe de transformation est 
celui-ci : 

Toute formule de la trigonométrie du cercle en donne une 
de la trigonométrie hyperbolique en y remplaçant cos 3 par 
ch z et sin 3 par i shz. 

Bien entendu, cette règle ne s’applique telle quelle qu’aux 
fonctions rationnelles en sin 3 et cos 3. Ainsi, on tire des for- 
mules (7) 


sh(3+z)=sh3chz +chzshz, ch(z+23)=ch3chz7 +shzsh?z, 
et la relation sin? 3 + cos? 3 = 1 donne 
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